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Predmluva

V posledni dekadé nastala exploze vypoctovych a informacnich technologii.
Paralelné s tim a jako disledek tohoto fenoménu doslo k velkému nartstu dat ve
vSech oblastech spole¢enského zivota. S velkym naristem dat se data stavaji ¢im
interpretace a porozuméni je ¢im dale tim vic komplikovangj$i a pracnéjsi. Aby
bylo mozn¢é data spravné informacné interpretovat a vyuzit, je naléhavou vyzvou
ve vSech védnich oblastech dostat se pod jejich vn&jsi projev k vnitinim
strukturam a objevovat v nich skryté vzory a souvislosti, a tak usuzovat na jejich
vyvoj, tento vyvoj modelovat, kvantifikovat, predikovat a konfrontovat s realitou.
Jednoduse feceno, porozumét datim. Jako reakce na porozumeéni témto datim
vznikly ve statistice a informatice nové informatické obory, jako jsou dolovani
a strojové uceni z dat.

Procesy a metody, na zakladé kterych se pronika k vnitinim strukturam dat,
kterymi se analyzuji a klasifikuji data, kterymi se v nich vyhledavaji souvislosti,
modeluji struktury, zavislosti, trendy, vyvojové tendence a konfrontuji se
s realitou, budeme nazyvat u¢enim z dat.

V teorii statistickych metod pro analyzu dat je uceni z dat klasifikované do
dvou zakladnich skupin. Prva skupina je nazyvana ucenim s ucitelem nebo
kontrolované uceni (supervised learning). Je to uceni, ve kterém je znam né&jaky
vzor, reference, $ablona, piedloha nebo jednodusSe a obrazné feceno ucitel, ktefi
na proces uceni dohlizeji tak, aby vysledek uceni se co nejvic shodoval
s pfedlohami. Druh4 skupina je nazvana ucenim bez ucitele nebo nekontrolované
uceni (unsupervised learning). V nekontrolovaném wuceni, na rozdil od
kontrolovaného uceni, nejsou znamy vzory ¢i ptedlohy nebo osvédcené postupy.
Pokud neni k dispozici zddna reference na dohliZzeni spravného postupu analyzy
a modelovani, musi byt do procesu ufeni zakomponovany samoorganizujici
mechanizmus. Samoorganizujici mechanizmus musi umoznit na zakladé lokélnich
informaci usuzovani o vlastnostech dat, jejich vzajemnych zavislostech a urceni
strategie nebo postupu dosazeni pozadovanych informaci.

V soucasné dob¢ uz existuje pocetna literatura, ktera se zabyva na vseobecné
konceptualni tirovni metodami uceni z dat. Tato kniha je zaméfena na celkovy
vyklad uceni z dat, tj. teorie, pouzité metody, vyvoj modelu az do aplikac¢nich
ptikladd na realnych datech a téZ na zpfistupnéni vyvinutych uéicich metod autora
uspé$né prezentovanych na mezinarodnich férech nebo publikovanych
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Vv prestiznich mezinarodnich ¢asopisech. Kniha se zabyva v teoretické a aplikacni
roving€ vybranymi modely strojového udeni suéitelem a bez uditele z dat
metodami statistické analyzy a UI. Poskytuje se jejich charakteristika a zhodnocuji
se z hlediska praktickych aplikaci.

Text knihy je po vécné strance organizovany do dvou ¢asti. Prva ¢ast — kapitoly
1 az 5 se vénuji problematice kontrolovaného uceni. Jejim cilem je v teoretické
a aplikacni rovin€ obeznamit se s vybranymi metodami a modely uceni s ucitelem
zaloZené na klasické regresni analyze, ARMA modelech a modelech pienosovych
funkcich, modelech logistické regrese a exponencialniho vyrovnavani, dale
modely zaloZené na strojovém uéeni SVM a na nejnovéjsich modelech dopiednich
neuronovych siti typu perceptron a RBF siti. Druha ¢ast — kapitoly 6 az 11
Vv teoretické a aplikacni roviné se zabyva vybranymi statistickymi metodami
nekontrolovaného uceni, jako jsou diskriminacni a faktorova analyza, metoda
hlavnich komponent, a skupinou umélych neuronovych siti s nekontrolovanym
ucenim zalozenym Hebbovem a na konkurencnim (kompetitivnim) uceni.
V kapitole 11 jsou uvedeny a diskutovany algoritmy pro vyhledavani shlukd
ajejich popisnych charakteristik z vicerozmérnych dat, které byly vyvinuty
V ramci informatickych véd.

Kniha je urcena studentim studujicim informacni technologie, aplikovanou
informatiku a vypocetni techniku a taktéZ pro studenty vSech studijnich programu
s predméty matematicka statistika, ekonometrie, prognostika v doméné analyzy,
modelovani a kvantitativni predikce hospodaiskych procesi, finan¢nich trhii nebo
spolecenskych jevi. Poskytuje uéebni zaklad studentim doktorandského studia
informacnich technologii a informatiky pro odkryvani zavislosti dat v databazich
o ekonomickych procesech, ve financnich trzich, marketingovych procesech,
v manazerskych teoriich a v praxi.

Obrovsky dik patii studentim a doktorandim, kterym byl autor vedoucim
diplomovych praci nebo Skolitelem a ktefi vSichni Gspésné obhajili diplomové
nebo dizertacni prace. Byli to studenti T. Lastik, L. Falat, J. Kol¢ak, P. Kub¢j, J.
Babel, A. Kotillova, Z. Meciarova, L. Zajic a dalsi, kteti se v ramci vyuky z&asti
podileli na zpracovani programi a vypoctd, a také Milanovi Marcekovi za cenné
ptipominky a souhlas k ptevzeti textu z jeho publikace.

Autor vyslovuje podékovani recenzentim: Prof. Petru Dostalovi, Ph.D., a doc.
Petrovi Fabianovi. Autor rovnéZ dékuje Ekonomické fakulté Vysoké skoly baiské
— Technické univerzity Ostrava za vytvoteni podminek k vydani knihy.
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Kapitola 1

Uvod do modelovani a predikce
casovych rad

Pfedmétem publikace je popis zakladnich statistickych postupti a technik, které se
pouzivaji pro analyzu a modelovani ¢asovych fad ekonomickych veli¢in a na
predikci hodnot casovych fad. Zakladni schéma, pomoci kterého budeme
popisovat pozorovani Casové fady y, vaset=1,2, ..., N, je

y,=D +S,+¢,prot=12, ..., N, (1.2)

vniZ D, vyjadfuje deterministickou ¢4st schématu, S, je sezonni nebo oscila¢ni
komponent schématu a g, je chybovy, poruchovy nebo ndhodny komponent

schématu. Nasim tkolem bude funkéné specifikovat, tj. modelovat
deterministickou ¢ast D, a sezonni komponent S, schématu (1.1) tak, aby
statistickd mira zavislosti dat y, na D, a S, byla co nejvyssi. Pti specifikaci
deterministické a sezdnni ¢asti schématu (1.1) budeme v podstaté pouzivat dvé
kvantitativni metody ¢i techniky. Prvni technika se zaklada na popisu vztahd mezi
ekonomickymi veli¢inami pomoci regresni analyzy. Jde o skupinu metod
a modelti, pomoci kterych je vyvoj vysvétlovanim (endogenni, zavislé) proménné
popisovan pomoci kauzalnich, resp. symptomatickych proménnych. Pfedpoklada
se, ze pro ¢asovou zavislost mezi endogenni proménou a kauzalnimi (exogennimi,
nezévislymi) proménnymi existuje oveéfend ekonomicka teorie. V piipadée, Ze
odpovidajici ekonomicka teorie neni k dispozici nebo mohou vzniknout
pochybnosti o jeji vhodnosti, pak regresni vztah lze postavit na kauzdlnich
i symptomatickych proménnych, piip. jen na symptomatologickych proménnych.
Jednou z nejc¢astéji pouzivanych symptomatickych proménnych je samotna casova
proménna, a to ve form¢ vhodnych funkci ¢asovych period t =1, 2, ..., N.

Druha technika vychazi z predpokladu, Ze na hodnoty pozorovani ¢asové fady
veli¢iny je mozné se divat jako na realizaci nahodného procesu. Proménné
a mechanismus jejich zavislosti, pomoci kterych jsou generovany hodnoty ¢asové
fady, se nehledaji mimo ¢asovou fadu, tj. v exogennich proménnych, ale metodami
statistické analyzy dat se vyhledavaji takové casové posuny a zavislosti
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V hodnotach ¢asové fady a v nadhodném c¢lenu schématu (1.1), které adekvatné
popisuji pozorovani ¢asové fady. Da se to zjednodusené Fici i tak, ze zde jde o
vyhledavani vnitini struktury dat a zavislosti, které generuji pozorovana data s
pfijatelnou piesnosti. Proces generovani dat je popisovan tfidou linearnich modelt
nazyvanou ARMA modely.

Mezi obéma technikami neni pfesna rozliSovaci hranice, uvedené techniky se
vzajemné dopliiuji. Napf. v nékterych postupech k urceni ndhodné slozky ARMA
modelu se pouziva technika regresni analyzy. Na specifikaci nezavislych
proménnych a jejich casovych posunt v modelech zalozenych na regresni analyze
se pouzivaji ARMA modely. MiiZzeme proto hovofit o kombinovanych technikéach.
Jak uvidime napt. v kapitole ARCH modely nebo v podkapitole 2.4 — Modely
prenosovych funkci, na popis deterministické ¢asti, resp. i sezonniho komponentu
jsou aplikovany techniky regresni analyzy a na popis nahodného ¢lena je
aplikovana ARMA metodologie.

Uvedena klasifikace statistickych technik na modelovani ¢asovych fad ma
dopad na posouzeni presnosti ¢i adekvatnosti toho kterého modelu ¢asové fady.
Zakladni mirou pfesnosti modelti zalozenych na regresni analyze je koeficient
determinace. Jim je vyjadiena mira zavislosti endogenni proménné na exogennich
proménnych. Je to mira, kterd procentné vyjadiuje stupein vysvétleni
proménlivosti endogenni proménné regresnim modelem.

V modelovacim prfistupu, ve kterém se vyhledava mechanismus, kterym jsou
nejlépe reprodukovany pozorovana data, kromé uvedené zakladni miry té€snosti

zavislosti pfistupuji dalsi kritéria, zaloZené na analyze rezidui e,. Rezidua jsou
vytvofena posloupnosti, v niz jednotlivé prvky jsou urovany jako rozdil hodnot
pozorovani od modelu generovanych hodnot dat ¥,, tj.

et=yt_yt= yt_(Dt+St)' (1.2)

Rezidua by méla byt ¢asové stabilni, nahodné proménné s pfiblizné normalnim
rozdélenim s nulovou stfedni hodnotou a konstantnim rozptylem.

Vsimnéme si, ze ¢asova fada vyjadfena schématem (1.1) je modelem pro data
y, prot=1, 2, ..., N. Tato data nebo kazdé pozorovani vyjadfené schématem (1.1),
vzhledem k jeji ndhodné komponenté, 1ze povazovat za realizace ur€ité ndhodné
veli¢iny Y, a potom ¢asovou fadu y, prot=1, 2, ..., N Ize povazovat za realizaci
posloupnosti ndhodnych proménnych veli¢éin Y, pro t = 1, 2, .., N. Na
specifikované schéma (1.1) se proto budeme divat jako na model stochastického
procesu.

Vyrazem (1.1) je vyjadrena struktura modelu ¢asové rady, ktera fika jen tolik,
ze Casova fada je urCitym pfedpokladanym souhrnem deterministické slozky,
charakterizujici dlouhodobé pravidelnosti, sezénni a ndhodné slozky. Pti analyze
Casovych fad vznika otazka, jak vyjadfit deterministickou a sezénni slozku.
Budeme ptedpokladat, ze deterministickou i sezéonni mizeme vyjadiit tfidou

2016 D. Marcek
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linearnich funkci. Napf. pokud budeme abstrahovat od sezonni slozky modelu,
deterministickou slozku vyjadiime napft. jako funkci ¢asu t ve tvaru

Yo=a,+at+at’+g,t=1,2 .., N, (1.3)

kde a,, a,, a, jsou parametry modelu. Tyto parametry musime statisticky
odhadnout, tj. na zéklad¢ N pozorovani o hodnotich y, a Casové proménné t
pomoci urcité statistické metody tak, aby byl minimalizovan zpravidla vyraz

Z:L(yt —9,)?. Odhadnuté parametry budeme oznacovat se stiiskou jako &, &,
a

2t

Proces statistického odhadu parametri modelu se nazyva kvantifikace modelu.
Pokud se odhadnuté parametry dosadi do modelu (1.3), potom plati pro kazdé
pozorovani

y, =4, +at+4,t’ +e, (1.4)
kde e, je chyba vztahu, reziduum uréené vyrazem (1.2).

V dalsich kapitolach se budeme zabyvat riznymi metodami odhadi
deterministické a oscila¢ni slozky modelu (1.1), resp. jejich odstrafiovanim tak,
abychom ziskali casovou fadu nazyvanou stacionarni ¢asova rada. Pfesn¢jsi k této
problematice pojednava podkapitola 2.4.

1.1 Koncept predikce ¢asovych rad

Nasim primarnim cilem pfi modelovani ¢asovych fad je specifikace modelu,
pomoci kterého je mozné v ur€itém smyslu zaru¢it minimalni chybu piedpovédi.
Chybu pfedpovédi budeme definovat jako naslednou chybu piedpovédi €,
v obdobi pfedpovédi p=N+1, N + 2, ... jako

€, =Y, - 9,31 (15)

kde 9y, je modelem urcena ptedpovéd’ pro obdobi p, Y, je skute¢na hodnota

veliCiny. V dal§im textu se omezime na skupinu tzv. linearnich ptedpovédi, podle
niZ hleddme takovou linedrni kombinaci zndmych pozorovani Casové fady y, pro
t =1, 2.., N, kterd nejlépe aproximuje budouci skute¢nou hodnotu y, . Na
formalni vyjadreni, v tomto smyslu nejlepsi linearni pfedpovédi, pfedpokladejme,
ze stojime pfed problémem vyhledani pfedpovédi o jedno obdobi doptedu s
minimalni chybou piedpovédi, podle niz je vyhledavana predpovéd o jedno
obdobi doptedu linearni kombinaci v§ech pozorovani, tj.

yN (1) = yNA = Zbi (1) Y (1-6)

Supervizované a nesupervizované uceni z dat: statisticky a soft pfistup
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pfi podmince minimalizace vyrazu
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Linearni prediktor (1.6) je velmi jednoduchy. Jak uvidime v dalSich kapitolach
v konkrétnich modelech, 1ze na zaklad¢ néj snadno vytvofit rekurzivni algoritmus
k uréeni predpovédi pro libovolny horizont T, tj. pfedpovéd’ o t obdobi doptedu.
Algoritmus je v literatufe znam pod oznacenim Durbin—Levinsonovi rekurze
(Brockwell a Davis, 1987).

1.2 Hodnoceni piesnosti piredpoveédi

Problém hodnoceni chyb piedpovédi spodiva v tom, Ze zpravidla skute¢nou
hodnotu prognézované veli¢iny y, v obdobi koncového pozorovani N nezname.

Vime o ni jen to, Ze je minimalni v souladu s vyrazy (1.6) a (1.7). Abychom mohli
ohodnotit velikost chyby prognézy a hodnotit prognostickou schopnost
jednotlivych modeltl navzajem, prakticky postupujeme tak, Zze do odhadu
parametrti nezahrnuje vSechna pozorovani, ktera mame k dispozici, ale jen ¢ast,
obvykle vékove star§i pozorovani, a ostatni ¢ast, obvykle nékolik poslednich
pozorovani (vékové mladsi pozorovani), ponechame jako rezervu na hodnoceni
prognoz. Uvedenou situaci rozdéleni historie pozorovani znazortiuje obrazek 1-1.

Oznac¢me N celkovy pocet pozorovani, ktera mame k dispozici pro kvantifikaci
modelu. Z obrazku 1-1 je vidét, ze ne v8echna data, kterd mame k dispozici za N
pozorovani, pouzijeme na kvalifikaci, ale jen n pozorovani. Pozorovani n + 1, n +
2, ..., N ponechavame na prognostickou verifikaci modelu. Prognézam, které
konstruujeme pro obdobi n + 1, n + 2, ..., N, fikdme progndzy ex post (nebo
pseudoprogndzy) a prognézam, které konstruujeme pro obdobi N + 1, N + 2, ...,
fikame prognozy ex-ante. Pro ekonomické rozhodovani maji smysl prognozy ex-
ante.

Pii prognozach ex-post jsou znamé skutecnosti endogennich proménnych,
zname 1 pozorovani nezdvislych proménnych. Je mozné pro né vycislit chyby
prognéz podle (1.5)prop=n+1,n+2, .., N.

Pro posouzeni prognostické vhodnosti modelu se pouzivd celd fada
charakteristik, které jsou zaloZeny na vy¢isleni chyb prognoz ex-post. Uvedeme
nékteré z nich. Oznacme pocet prognézovanych obdobi M, z nichz budeme
vycislovat chyby prognéz ex-post. Z obrazku 1-1 je ziejmé M = N —n.

Zékladni charakteristikou, kterou se posuzuje presnost modelu, je primerna
¢tvercova chyba prognéz, oznacovana MSE (Mean Square Error). Vypocita se
podle vzorce

N

MSE =% (y,-9,)" (1.4)

p=n+1

2016 D. Marcek
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obdodi pfedpoyadi
) . ohbdod]
obdodi kvantifikace progn. verifikace
1 non+l Mo M+ Gas

proghdzy ex-post

proghdzy ex-antke

Obriazek 1-1 Casova osa prognézovani

Odmocnina z MSE je ukazatelem variability posloupnosti chyb prognoz e,.

Za vhodnou miru variability relativnich chyb prognéz se povazuje Theiltiv
koeficient nesouladu T2 (Kozak a Seger, 1971)

N 2
z (yp B yp)
TP 1.7
2
p=n+l
Ob¢ miry interpretujeme tak, Ze ¢im jsou vyssi, tim vétSi je nepiesnost
posuzovanych prognoz.

Kromée uvedenych dvou souhrnnych mér pfesnosti prognoéz v praxi se Casto
pouzivaji dalsi miry, ze kterych orientaén¢ uvedeme:

- primérna absolutni relativni chyba (Mean Absolute Percentage Error)

N o
MAPE =+ ZM, (1.8)
p=n+l yp
- prumérna relativni chyba (Mean Percentage Error)
" -
MPE =3 > L e (L9)

p=n+1 yp

Pti posuzovani vhodnosti modelu Casové fady na progndézovani pomoci
charakteristik (1.6) az (1.9) lze dospét ke konkrétnim zavérim, pokud tyto
charakteristiky jsou vypoé&itany i pro nékteré alternativni modely (napf. modely
trendu, naivni modely apod.). Pomoci téchto charakteristik se usuzuje pak na
vhodnost konkrétniho modelu v porovnani s jinymi modely. RMSE a MAPE jsou
obecné Siroce akceptované ve statistickych vyvojovych nastrojich. RMSE je
standardni metrikou, ktera je vyzzivana ve vyzkumné komunité (akademiky), a
MAPE metrika je spiSe preferovana v pramyslové sféfe (praktiky). Za dobré
predik¢éni modely se povazuji ty, jejichz MAPE hodnoty jsou mensi nez 5 %.

Supervizované a nesupervizované uceni z dat: statisticky a soft pfistup






Kapitola 2

Regresni analyza a jeji modely

Vychozim bodem pro studium modeli zaloZenych na regresni analyze je klasicky
regresni model, pomoci kterého se odhaluji a modeluji vztahy mezi proménnymi.
Z teorie tohoto zakladniho regresniho modelu se odviji dal§i novéjsi modely,
znamé jako modely exponencialniho vyrovnavani, SV (Support Vector) regrese
nebo model ARMA (AutoRegressive Moving Averege) a modely logistické
regrese. Zakladnimu (klasickému) regresnimu modelu jsme se podrobné vénovali
jinde (Marc¢ek, 2013). V této casti opét uvedeme nezbytny teoreticky zaklad
klasického regresniho modelu. Divodem je, abychom tento pfistup uméli
porovnat s uvedenymi novejSimi modely a tak pochopili jejich vzajemné rozdily
a sou¢asné i demonstrovali, pro jaké ikoly jsou tyto modelu vhodné.

2.1 Model klasické regresni analyzy

Regresni analyza v nejobecné&jsim pojeti se zabyva kvantifikaci (odhadem) vztaht
mezi skupinami veli¢in. Vztahy mezi témito veli¢inami mohou byt slozité. Ve
veétsing piipadd pii zjistovani téchto vztahli se vychazi z relevantni teorie nebo
hypotéz, na zaklad¢ kterych se formuluje jednoduchy regresni model, ktery ma
tvar

y, =b, +bx, +...+b X, +u, (2.1)

v némz veli¢ina Y, je eli¢ina vysvétlovad (zavisla, endogenni) pomoci p
vysvétlujicich (nezavislych, exogennich) veli¢in x,..., X, a (b,,b,...,b) je
vektor parametril, jehoZ prvky jsou odhadované z Casovych fad veli¢in y, a
X1 X, U, je ndhodna slozka modelu s vlastnostmi bilého sumu. Po odhadu

parametrt modelu se model testuje na kontrolu hodnot jeho parametrii, aby
hodnoty parametrii neodporovaly ekonomické teorii, tj. aby mély spravné
znaménka a hodnoty, aby byly stabilni v ¢ase a aby model poskytoval pfijatelné
predpoveédi mimo casové obdobi, ve kterém byly parametry odhadnuty. Spravnost
pouziti modelu se testuje pomoci odhadnutych hodnot rezidui, které by mély
vykazovat vlastnost bilého Sumu, tj. odhadnuté rezidud nesmi vykazovat
autokorela¢ni strukturu a proménlivy rozptyl v Case. V pfipadé, ze model
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nevyhovuje néjakému testovacimu kritériu, musi byt modifikovan a znovu
odhadnuty jeho parametry. Uvedeny postup modelovani ekonomickych veli¢in je
v literatufe znam jako metoda zprimérovani ekonomické regrese AER (Average
Economic Regression) (Kennedy, 1992). Vyhodou metody AER je, Ze pro odhad
parametrti modelu postacuje omezeny relativné maly pocet pozorovani ¢asovych
fad veli¢in. Jednotlivymi pfedtim zminénymi kroky konstruovani regresniho
modelu, tj. odhadem parametrti a jejich testovanim, testovanim modelu jako celku
a testovanim spravnosti pouziti pfedbézné odhadové metody se zabyvame v
nasledujicim textu.

2.1.1  Odhad parametrii regresniho modelu

Nejcasteji pouzivanym odhadovanym kritériem je minimum soucétu c¢tvercl
odchylek, uréenych jako rozdil mezi pozorovanymi hodnotami vysvétlované
veli¢iny a jejimi vypoc¢itanymi hodnotami.

Ozna&me vektor vypo&itanych hodnot parametrii rovnice (2.1) jako b, dale
vektor vypocitanych (teoretickych) hodnot vysvétlované proménné jako y. Pak
mizeme teoretické hodnoty vysvétlované proménné urcit jako

y=Xb 2.2)
a pozorované hodnoty vysvétlované proménné jako
y= Xb+e, (2.3)
kde e je vektor hodnot rezidualnich odchylek, vypoétenych z tohoto vztahu jako
e=y-Xb=y-Y. (2.4)

Odhad parametri modelu (2.1) metodou nejmensich ¢tverct (v literatufe je tato
metoda oznaCovana anglickymi inicialami OLS — Ordinary Least Squares)
vychazi z nasledujicich ptedpokladti o nahodné slozce:

1. Nahodna slozka modelu ma normalni rozdéleni a mé v kazdém pozorovani
nulovou stfedni hodnotu, takZe plati

E(u) =0, (2.5)
kde 0 je sloupcovy vektor dimenze N se vSemi nulovymi prvky.

2. Rozptyl nahodné slozky modelu je konstantni, je stejny v kazdém
pozorovani, tj.

E=(u/)= o, prot=1,2, .., N. (2.6)

t

Pokud predpoklad neplati, fikdme, Ze nahodna slozka je
heteroskedasticka nebo i model je heteroskedasticky.

2016 D. Marcek



Regresni analyza a jeji modely 9

3. Hodnoty nahodné slozky jsou statisticky vzajemné nezavislé. Hodnoty
nahodné slozky z rozdilnych obdobi jsou ortogonalni (nejsou vzajemné
korelovany), tj. maji nulové kovariance, coz miZeme zapsat

E(uu;)=0, proj#i. (2.7)

Ptedpoklad konstantnosti rozptylu a pfedpoklad o nekorelovanosti hodnot
nahodné slozky se vyjadii variacné-kovarian¢ni matici X ve tvaru

c? 0 .. 0
0 o2 .. 0

= 7 . 2.8)
0 0 .. o

Odhadovany vyraz OLS metody pro parametry regresni rovnice (2.1) je
b = (XX) 'Xy. (2.9)

Vektor b je sloupcovy vektor, jehoz prvky jsou hledané odhady parametri

A

b,, b, ... b.

1

Smérodatné odchylky vektoru parametrii jsou interpretovany jako chyby
odhadu parametrii. Vypocitavaji se jako

0, =0 ,/(X'X);jl proj=0,1, ..,k (2.10)

Ve vyrazu pro odhad smérodatnych odchylek (2.10) vystupuje rozptyl nahodné
slozky modelu o, ktery je obvykle neznamy. Rozptyl ¢ nahodné slozky
modelu mizeme odhadnout. Oznatme s odhad rozptylu nadhodné slozky o2.

s 2 .
Potom odhadovany vyraz pro rozptyl ndhodné slozky s modelu je
N
Zetz '
st=—d . ©° 2.11
N-(k+1) N-(k+1) (1)

a odhadovany vyraz pro smérodatnou odchylku parametri modelu je

S; =S |J(XX) proj=0,1, ...,k (2.12)

1
bj i

Odhad smeérodatné odchylky (odhad vybérové chyby) nahodné slozky s = \E
je charakteristikou pfesnosti modelu.

Supervizované a nesupervizované uceni z dat: statisticky a soft pfistup
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2.1.2  Testovani parametri a intervaly spolehlivosti

Vyznamnost jednotlivych parametrii modelu mize byt testovana pomoci t testu.
Nasledkem predpokladu o normalnim rozdéleni nahodné slozky pomér mezi

odhadovanou hodnotou parametru bj, j=0,1, 2, .., k ajeho smérodatnou
odchylkou $; = S./(X’X)}j1 ur¢uje veli¢inu, ktera ma Studentovo t-rozdéleni se

stupni volnosti V=N —(k +1). Nulova hypotéza testu vyznamnosti parametri je

formulovana jako
Ho: bj =0,
oproti alternativé
Hy b, #0.
KdyZ pomér
b,
H=§**MMma (2.13)

kde ta‘(kazl) je tabelovand kritickd hodnota Studentova rozdéleni, pak parametr b,

je statisticky vyznamny. Pokud se pfi testovani vyznamnosti jednotlivych
parametri modelu ukaze, ze alespon jeden z jeho parametrd je statisticky
nevyznamny, je tfeba tuto nevyznamnost zohlednit i pfi hodnoceni modelu jako

celku. Parametr b, v regresnim modelu pro ekonomickou aplikaci nema

ekonomickou interpretaci. Vyjadfuje jen pocatecni tUroven vysvétlované
proménné. Statistickd verifikace tohoto parametru modelu nema prakticky
vyznam, a nema tedy vliv na celkové hodnoceni vyznamnosti modelu.

Ze vztahu (2.13) pro parametr b, regresniho modelu mohou byt urceny
oboustranné intervaly spolehlivosti. (1 — o) 100% interval spolehlivosti parametru
b, je

J

b, =b, £t (2.14)

o.or{N{m)]Sbj )
Skutecnd hodnota parametru b; se bude nachdzet v intervalu urceného

vztahem (2.14) s pravdépodobnosti (1 — o).

2.1.3  Testy piredpokladii aplikace odhadované metody nejmensich ctvercu

Jedna z mér, kterou se posuzuje presnost ¢i vhodnost specifikovaného modelu k
datiim je koeficient determinace, oznacovany jako R?. Koeficient determinace je
voln€ interpretovan jako mira vysvétleni promeénlivosti dat vysvétlované
proménné regresnim modelem. Je to mira celkové variability vysvétlované

2016 D. Marcek
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veli¢iny vzhledem k jeji variabilit¢ vysvétlované pomoci modelu. Koeficient
determinacee se vypocte vztahem

R? = 1—Zme (2.15)
2?’:1(3&_37)2. '
Na bazi koeficientu determinace je zaloZen i test vyznamnosti jako celku.

Statistika, kterou se ovéfuje vyznamnost regresniho modelu jako celku, je
oznaCovana jako Fr, ktera je uréena vztahem

_ S0/
Fr = (X1 e?)/IN=(k+1)] (2.16)
Statistika Fr ma F- rozdéleni se stupni volnosti ka [N — (k + 1)]. Aby byl
koeficient korelace statisticky vyznamny a tim potvrdil statistickou vyznamnost
modelu jako celku, hodnota veli¢iny Fr vypoctena vztahem (2.16) musi mit vétsi
hodnotu, nez je jeji teoreticka kriticka hodnota na hladin€ vyznamnosti o a pfi
danych stupnich volnosti. Pro vyznamnost modelu jako celku musi platit

F, > FMN () (2.17)

kde F,, .y J€ tabelovana teoretickd kritickd hodnota na hladin€ vyznamnosti

o pii stupnich volnosti k a [N — (k + 1)].

Pfedpoklady o ndhodné slozce U, modelu (2.1), které jsme definovali vztahy

(2.5) az (2.7), jsou jen teoretickymi ptedpoklady, protoze hodnoty nahodné slozky
nemuzeme méfit. Testovani teoretickych ptredpokladt je zalozeno na zkoumani
rezidui e, které po kvantifikaci modelu miZeme urcit jako e =y, — ..

Test nahodné slozky na normalni rozdéleni. Regresni model predpoklada, ze
jeho nahodna slozka ma normalni rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou.
Posouzeni, zda nahodna slozka ma normalni rozdéleni, 1ze provést na zakladé
grafického pribéhu rezidui €, v zavislosti na normovanych reziduich. Normovana
rezidua ziskdme tak, Ze rezidua € pod¢lime jejich smérodatnou odchylkou. Pokud

ma nahodna slozka normalni rozdéleni, pribéh v =zavislosti rezidui od
normovanych rezidui musi byt pfiblizné¢ pfimocary. Ilustraci tohoto grafického
pribéhu (tzv. QQ plot) moZzno nalézt napi. v praci (Marcek a kol. (2009).

Testovani na normalni rozdéleni ndhodné slozky je formalné podloZeno na
Jarque-Beraovy testovaci statistice ¥, jejiz hodnota ma y* rozdéleni s 2 stupni
volnosti. Hodnota Jarque—Beraovy statistiky se vypocita vyrazem

: N-klfeo 1o
7 == [s +4(K 3)}, (2.18)

kde N je pocet pozorovani, k je pocet vysvétlujicich proménnych, S je Sikmost
(Ctvrty centralni moment normovanych rezidui), K je Spic¢atost. Nulova hypotéza

Supervizované a nesupervizované uceni z dat: statisticky a soft pfistup
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predpoklada, ze rezidua jsou rozdélena, alternativni hypotéza zamita nulovou
hypotézu. Pokud vypocitana veli¢ina 2 podle vztahu (2.18) je vétsi neZ tabelovana

2 « oy y . r ’ .
X .. hodnota na hladin€ vyznamnosti a, nulovou hypotézu zamitneme, rezidua

nemaji normalni rozdéleni.

Ptedpoklad (2.7) o nahodné slozce modelu vyjadfuje, Ze nahodna slozka
regresniho modelu je ndhodnou veli¢inou pouze tehdy, pokud jeji hodnoty z
riznych pozorovani nejsou vzajemné zavislé. Pokud by byly hodnoty nahodné
slozky vzajemné zavislé, mélo by to za nasledek podhodnoceni smérodatnych
odchylek parametri modelu. Vedlo by to ke zvySeni hodnot testovacich veli¢in na
vyznamnost parametrd a v koneéném dusledku k chybnym optimistickym
zaveérum o dobré modelové aproximaci dat ¢asové fady vysvétlované proménné.
Pfedev§im modely zaloZené na Casovych fadach Casto porusuji pfedpoklad o
nekorelovanosti ndhodnych slozek modelu.

Pokud neni splnén piedpoklad, Ze kovariance ndhodné slozky modelu a
obvykle i kovariance rezidui nejsou nulové, variaéné-kovarianéni matice ¥ podle
(2.8) nahodné slozky modelu neni diagonalni (v§echny nediagonalni prvky této
matice nejsou nulové). Hodnoty nahodné slozky modelu mohou byt v tomto
pfipadé riznym zpisobem korelované. Divodem k tomu mulze byt napf.
nezahrnuti nékteré proménné pii specifikaci modelu, ¢asové opozdény efekt
pfechodovych vlivii, volba nespravného funkéniho tvaru modelu, chyby
pozorovani apod.

Nejcastéji pouzivanym testem zjistovani autokorelace prvniho fadu je
statistika d Durbin—Watsonova testu (Durbin a Watson, 1950), ktera je definovana
jako

n

Z(et _eH)z

d=t2 (2.19)

Durbin—Watsontiv test umoziuje statisticky uréit, zda existuje nebo neexistuje
(je pfitomna nebo neni pfitomna) autokorelace rezidui. Kritické hodnoty statistiky
byly tabelované a jejich vyznam s praktickym piikladem citatel najde napt. v praci
(Maréek a Maréek, 2001).

Pokud jde o testovani a o vzajemné srovnavani vhodnosti modeld, ve kterych
se pouzivd odhadova metoda ML (Maximum Likelihood), tj. u nelinearnich
modell, vyuZivaji se testy zaloZené na log likelihood LL-skore, resp. LL-ratio
testu, p-hodnotdich, nebo p(F) hodnoté. Detaily a aplikaci k této problematice
mozno nalézt v praci Marcéek (2014).

2.14  Konstrukce prognoz a predikéni intervaly

Regresni modely ¢asovych fad se ¢asto pouzivaji k uréeni bodovych piedpovédi,
tj. pro odhad hodnot vysvétlované veli¢iny v obdobi p=N+ 1, N+ 2, ... . Bodové

2016 D. Marcek
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predpovédi, resp. jejich predikéni intervaly je mozné urcit, pokud je model
kvantifikovan, pokud lze piedpokladat stabilitu parametrii modelu a pokud jsou k
dispozici ocekavané hodnoty vysvétlujicich proménnych modelu. Za téchto
predpokladil 1ze vypocitat bodové prognézy vysvétlované veliciny jako

§ =XDprop=N+1N+2, .., (2.20)

kde x/ je vektor k + 1 vysvétlujicich proménnych v obdobich p, b je vektor

odhadovanych parametri modelu. Vidime, ze uréovani progndz, tj. progndézovani
vysvétlované veli¢iny, znamena urcovani jejich hodnot na obdobi nasledujici po
obdobi kvantifikace.

Pokud ve vztahu (2.20) dosadime za b jeho odhadovy vyraz, 1ze vypocitat
bodové prognodzy vysvétlované veli¢iny jako

J, =X,b=x(X'X)" Xy, (2.21)

kde X je matice pozorovanych hodnot vSech vysvétlujicich proménnych v
obdobicht=1, 2, ..., Nrozméru N x (k + 1). Symbol y vyjadtuje sloupcovy vektor
pozorovanych hodnot vysvétlované veli¢iny rozméru N x 1. Skute¢nou hodnotu
vysvétlované proménné v obdobi p = N + 1, N + 2, oznacime Y,. Pak chybu
prognozy €p ur¢ime jako rozdil skutecné hodnoty vysvétlované proménné a
vypoctené prognézy, tj.

=YY, (2.22)

Rozptyl chyby prognoézy ep, oznacime O s, ktery je dany vztahem
(Montgomery a kol., 1990)

ol = X.0" (XX) X, +07, (2.23)

kde o’ je skute¢ny rozptyl ndhodné slozky modelu. Skuteény rozptyl ndhodné

slozky modelu neumime vyg&islit, nahradime ho odhadem S°, podle vyrazu dany
vyrazem (2.11), tj.

Po dosazeni odhadu o° jako s’ do (2.23) oznaéme odhad rozptylu chyby

bodové prognozy O ; jako Sf,, tj.

Supervizované a nesupervizované uceni z dat: statisticky a soft pfistup
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5. = Xs*(X'X) "X, +5%,

Po tipravé posledniho vyrazu je odhad rozptylu chyby bodové prognézy dany
vyrazem

s2=¢’ [1+X'D(X’X)’1XPJ. (2.24)

Smeérodatna odchylka chyby piedpovédi je dana odmocninou z jejiho rozptylu,

tj.
5, = Sy1+ X, (X'X) X, . (2.25)

Pokud je znamy odhad smérodatné odchylky chyby prognozy, za
ptedpokladu normalniho rozdéleni chyb prognoz, miizeme vypoditat 100 (1 — «)
procentudlni predik¢ni interval bodové prognézy ¥ jako

Jr =9 £t S, =Y, itu‘Nf(M)s«/1+ X (X'X) " (2.26)

2.2  Model logistické regrese

V soucasnosti se lze stale Castéji setkat s prinikem metody logistické regrese do
ekonomiky, manazerskych véd a do oblasti umélé inteligence jako jedné
z téziskovych metod ziskavani znalosti z dat. Obecné se ve vétsing piipadid modely
logistické regrese pouzivaji pro datovou analyzu a jako inferen¢ni nastroj pro
pochopeni tulohy vstupnich veli¢in pro vysvétleni vystupu. Pfi vysvétlovani
podstaty modelu se omezime na model jednoduché zavislosti mezi kvalitativnimi
znaky a na model vicendsobné zavislosti z publikace (Maréek, 2009). Budeme se
vénovat analytickym formam modelt logistické regrese, jejich analytickym
formdm odhadu parametrd, testovani vyznamnosti parametri a testovani
vyznamnosti modelt jako celku, pficemz budeme upozoriiovat na jejich analogii,
pfip. odlisnost od standardniho modelu regresni analyzy, s kterym jsme se
zabyvali v predchazejici kapitole. Vzhledem k podobnosti standardniho
regresniho modelu s modelem logistické regrese budeme pro vétsi orientaci v
dal$im textu oznacovat parametry standardniho modelu regresni analyzy pismeny,
b,,b,,..., pfip. jako vektor b a parametry modelt logistické regrese jako, £,, 5., ...,

01 My

ptip. vektorove jako .

Podobné¢ jako v jednoduchém standardnim regresnim modelu s jednou
nezavislou (vysvétlujici) veli¢inou (X) a vystupni (zavislou) veliinou (y) i v
jednoduchém modelu logistické regrese (MLR) jde o analytické vyjadieni vztahu
mezi témito dvéma veli¢inami na zaklad€ pozorovani dat { ¥, X },t=1,2, .., n
téchto veli¢in ve tvaru rovnosti (2.1), tj. Yy, =b +bx +u,, resp. f(x)=

=D, +b X +U, s tim rozdilem, ze v MLR hodnoty zavislé veliginy (y), popf. i

2016 D. Marcek
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nezavislych veli¢in, jsou dichotomické. Budeme piedpokladat, Ze veliCina Y,

mize mit jen dvé hodnotové obmény vétSinou oznaCované jako 1 nebo 0.
Vysvétlovani principi MLR uvedeme na nasledujicim ptikladu.

Priklad 2.1

Pro ilustraci MLR pfedpokladejme, Ze ve finan¢ni instituci v ramci
sociologického vyzkumu byla pro 50 pracovnikii provedena anketa o
sebeuplatnéni ve vykonavané praci (y) v zavislosti na véku zaméstnance (x). V
ramci anketového zjistovani zaméstnanci mohli odpovédét, bud’ Ze jsou spokojeni
se sebeuplatnéni (Y, =1), nebo jsou nespokojeni (Y, =0). Vysledek tohoto Setfeni

se setfidénymi odpovéd’'mi podle véku zaméstnanci je zaznamenan Vv tabulce 2—-1
o spokojenosti sebeuplatnéni zaméstnancti s vykonavanou praci (SVP).

Pokud vysledky odpovédi na otazku sebeuplatnéni zaméstnancl v zavislosti
na véku vyneseme do grafu, kde osa x reprezentuje v€k zaméstnancti a 0sa y
hodnoty odpovédi, ziskame graf na obrazku 2—1. Na obrazku 2—-1 je bodovy graf,
v némz na Urovni 1 jsou vyzna¢eny body s odpovéd’'mi spokojenost a na Girovni 0
jsou body reprezentujici odpovédi vyjadiujici nespokojenost se sebeuplatnénim. Z
tohoto grafu je témét nemozné vyjadiit zavislost sebeuplatnéni zaméstnancti od
jejich véku, protoze variabilita ve v§ech vékovych kategoriich je velka.

Na pravé strané tabulky 2-2 je nakreslen bodovy graf zavislosti podilu SVP
(y) v ptislusné vékové skuping (x). Jak je z tohoto grafu vidét, tato zavislost neni
linedrni. Jednotlivé body v grafu ukazuji na zavislost ve tvaru logistické kiivky
(S-kiivky). Stfedni hodnota zavislé veli¢iny Y v jednotlivych bodech tohoto grafu
je podminéna nezavislou veli¢inou, v nasem piipadé X, coz se zapisuje jako
E(Y |X). Pro zjednoduSeni dalsiho vykladu tento zapis podminéné stfedni

hodnoty budeme oznaovat jako II(x). Ve standardnim jednoduchém linearné
regresnim modelu se regresni vztah vyjadfuje vzorcem

-b,+bx, e (00)

Z prubéhu logistické kiivky v tabulce 2-2 je dale vidét, ze podminéna stfedni
hodnota II(X) pro binarni hodnoty je ohraniCena intervalem O< II(X) < 1, a
soucasné tato kfivka pfipomind i kumulativni rozdéleni pravdépodobnosti
nahodné veli¢iny pro model I1(x) v pfipad¢, ze hodnoty Y jsou dichotomické. Pro
analyzu dichotomické zavislé veliCiny, kromé logistické kumulované
pravdépodobnosti, 1ze pouzit i jiné rozdéleni. AvSak pravé kumulativni rozdéleni
ve tvaru logistické funkce poskytuje vétsi flexibilitu a smysluplnou interpretaci ve
vétsing aplikaci (Hosmer a Lemenshow, 1989).

Nejcastejsi tvar vyjadreni zavislosti logistické regrese je dan vyrazem
hohin

(x) =———. (2.27)

1+ ehtn

Supervizované a nesupervizované uceni z dat: statisticky a soft pfistup
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Obriazek 2-1 Graf SVP (spokojenost: y = 1, nespokojenost: y = 0) v zavislosti od véku

pracovniki (x)

Tabulka 2—-1 Odpovédi na sebeuplatnéni zaméstnancti (1 — spokojenost, 0 — nespokojenost)

P.c. Vek SVP P.¢. Vek SVP
1 20 0 26 41 1
2 21 0 27 41 0
3 23 0 28 42 0
4 28 1 29 43 0
5 28 0 30 44 1
6 29 1 31 45 1
7 30 0 32 45 1
8 30 1 33 46 0
9 32 0 34 48 1
10 32 1 35 53 1
11 33 0 36 54 1
12 34 0 37 55 1
13 35 0 38 55 0
14 35 1 39 58 1
15 36 1 40 58 1
16 36 0 41 58 0
17 37 1 42 59 1
18 37 0 43 59 0
19 37 0 44 60 1
20 37 1 45 61 1
21 38 1 46 63 0
22 38 0 47 64 1
23 38 1 48 65 1
24 39 0 49 66 1
25 39 0 50 67 1

2016
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Tabulka 2-2 Kontingenéni (frekvenéni) tabulka variant znaku sebeuplatnéni ve
vykonavané praci (SVP) podle vékovych skupin (vlevo) a bodovy graf hodnot SVP
(oznacené jako y) v zavislosti od stiedy vékovych intervalt (x) je vpravo

SVP | (¥) 0.8 .
Vékqvé Pocet s | N Podil: 0.8 +
skupina | n S/n 07 +
20-29 2|4 0333 ,.;0.5 § .
30-35 3(5(0376| a05-
3639 | 11 | 5|6 |0455| “04- .
4045 | 7 |4|3]osra| 034 °
46-59 11 8 | 30,727 0,2 1
6067 | 7 |6]|10857 0 e - ' ' '
0 20 30 4n a0 &0 70
Spolu: 50 [28|22]| 0,56 VEk(x)
S — spokojenost, N — nespokojenost
Potom model logistické regrese ma tvar
yo= T(x)+u, t=1,2,..,n (2.28)

Dalsi podstatny rozdil mezi standardnim regresnim modelem (2.1) a modelem
logistické regrese (2.28) tkvi v ptedpokladech o vlastnostech nahodné slozky
(chybového ¢lena). Ve standardnim regresnim modelu (2.1) se o ndhodné slozce
u predpoklada, Zze mé& normalni rozdéleni s nulovou stiedni hodnotou a
konstantnim rozptylem ve vSech pozorovanich nezavislé veli¢iny. V piipadé

modelu logistické regrese (2.28) pii dichotomickych hodnotach dat vystupu Y,
miZe ndhodna slozka U, nabyvat pouze dvou hodnot. Pokud Y, = 1, pak pfimo z
modelu (2.28) vyplyva, ze U, = 1 —TI(x;) s pravdépodobnosti I1(x;), a pokud Y, =
0, pak U, =—TI(x) s pravdépodobnosti 1 — II(x;). Je vidét, ze v MLR ma ndhodna
slozka také nulovou stfedni hodnotu, ale rozptyl je dan vyrazem

ol =TI(x) [1 - TI(x)], (2.29)

a tedy podminéné rozdéleni vystupni veliciny ma binomické rozdéleni s
pravdépodobnosti T1(x).

Velmi dulezitou transformaci logistické funkce (2.27) je tzv. logit
transformace. Jak je z tvaru logistické funkce (2.27) vidét, logisticka funkce II(x)
neni linearni s ohledem na jeji parametry f, a f,. Logit transformace nebo

zkrécené jen logit g(X) je definovan nasledujicim vyrazem

9(x) = In[ m(x) ] = B+ BX. (2:30)

1-TI(x)

Supervizované a nesupervizované uceni z dat: statisticky a soft pfistup
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Je vidét, ze funkce logit je jiz linearni s ohledem na parametry B, a f,. Jeji
hodnoty mohou byt spojité v intervalu (—ow, oo) v zavislosti na hodnoté nezavislé
veli¢iny X. Je tieba si uvédomit, jak je to z vyrazu (2.30) vidét, Ze logit je funkci
zavislé veli¢iny MLR, které nahrazuje linearni funkce nezavislych veli¢in. Proto
se v MLR tato funkce nazyva také spojovaci (link) funkci.

Logit trnsformaci se model logistické regrese v mnohém pfiblizil vlastnostem
modelu standardni regrese. Tim i metody, které doprovazeji standardni linearni
regresi, budou s ur¢itymi modifikacemi aplikovatelné i pro logistickou regresi.
Plati to i pro metody odhadu parametri modelu logistické regrese, kterymi se
budeme zabyvat v dalsi podkapitole.

2.21  Odhad parametri

Odhad parametra f, a S, modelu logistické regrese (2.27) je v porovnani se

standardnim linearnim regresnim model slozit&jsi, protoze model logistické
regrese je modelem nelinearnim v parametrech. Neni mozné zde pro odhad
parametri pouzit jednoduchou metodu nejmensich ctvercd (Ordinary Least
Squares — OLS), tj. takovy odhad parametrt f, a f,, kterym se minimalizuje
suma c¢tverct odchylek pozorovanych hodnot Y od odhadnutych hodnot
produkovanych timto modelem. V ptedchazejici podkapitole jsme uvedli, Ze
estimator OLS pro standardni linearni regresni model ma Zadouci vlastnosti,
pokud jde o nevychylenost, vydatnost a konzistentnost.

Nejvice pouzivanou metodou pro odhad parametri nelinearnich modeld za
predpokladu, Ze chybovy ¢len U, modelu ma normalni rozdéleni, tedy i modelu
logistické regrese, je metoda maximalni vérohodnosti (Maximum Likelihood —
ML). ML metodou se ur¢i takové hodnoty parametris f, a f, modelu, kterymi se

maximalizuje pravdépodobnost ziskani pozorovanych dat. Metoda ML je zalozena
na vytvoreni funkce vérohodnosti L a hledaji se takové parametry modelu, aby tato
pravdépodobnost byla nejveétsi, tj. hledaji se takové parametry, pti kterych dosahne
L maxima.

V logistickém regresnim modelu budeme stale ptfedpokladat, ze zavisla
veli¢ina je dichotomickd dvouhodnotova s hodnotami nula nebo jedna. Pak pro
danou hodnotu nezavislé veli¢iny X vyraz (2.27) pro II(x) reprezentuje
pravd&podobnost, ze hodnota y je rovna jedné, coz se zapisuje P(y =1]x).
Opacné, vyraz 1 — I1(x) reprezentuje podminénou pravdépodobnost, Ze velicina y
nabude hodnotu nula pro dané X, tj. P(y=0|X). Pro danou dvojici pozorovani
(%.,Y,), vnémz Y, =1, je ptispévek pro hodnotu funkce vérohodnosti TI(x;), a tu
dvojici pozorovani, kde Yy, =0, je pfispévek pro hodnotu funkce vérohodnosti
1 —TI(xy), kde II(x;) reprezentuje hodnotu II(X)) vypoctenou v bodé X;. Potom
piispévek &(x,) pro funkci vérohodnosti L od jedné dvojice pozorovani je
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E(x)=m(x)"[1 - 1m(x) ] " (2.31)

Za ptedpokladu, Zze jednotlivd pozorovani jsou nezavisla, se funkce
vérohodnosti L( £, f,) pro model logistické regrese ziska jako soucin piispévki
za vSechna pozorovani dat, tj.

L(ﬂo,ﬁl)ﬂ:[g(xt):]jn(xt)“ [1-1(x)] " (2.32)

Jeji logaritmus ¢ (5, B,) (log likelihood) ma tvar

n

(B B)=I[L(B, A] =D {y, In[T1(%)] +2-y,) In[1 ~T1(x)]}. (2:33)
t=1
Postavime-li prvni derivace funkce (2.33) podle B, a B rovny nule, ziskdme
dvé normalni rovnice, také nazyvané vérohodnostni (likelihood) rovnice pro
odhad parametra §, a f,. Tyto rovnice jsou:

tz;:[y[ ~TI(x)]=0 (2.34)

n

x[%-(x)]=0. (2.35)

t=1

Reseni poslednich dvou rovnic poskytne odhady (estimatory) maximalni
vérohodnosti pro parametry f, a S modelu (2.27). Analogicky jako v

standardnim regresnim modelu (2.1) tyto odhady oznaéime se sttiskou, tj. f, a B,

Jak jsme se jiz zminili, estimatory maximalni vérohodnosti parametrd jsou
konzistentni a asymptoticky vydatné. Pokud je pocet pozorovani dostatecné velky,

pak estimatory f, a 3 lze povazovat za normalné rozdélené se stfedni hodnotou
E(4)= B aE(5) = B,

Jestli ve vyrazu pro vyjadfeni zavislosti logistické regrese (2.27) skuteéné
hodnoty parametrii f, a f, zaménime za jejich odhady maximalni vérohodnosti
Bo+Px
1+ e/§0+ﬁlx( !
odhad podminéné pravdépodobnosti veliCiny Y = 1, pro x = X zaloZeny na

B, a B, ziskdme odhad hodnot TT(x) = ktery soucasné poskytuje

metodé¢ maximalni vérohodnosti, co je zaroven vyrovnand, resp. predikovana
hodnota vystupu pro model logistické regrese (2.28). Logicky dusledek, ktery

Supervizované a nesupervizované uceni z dat: statisticky a soft pfistup
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vyplyva z rovnice (2.34) je, ze suma pozorovanych hodnot Y, je rovna sumé

odhadovanych (ptedikovanym) hodnot ﬁ(XI). tj.

Y=Y A(x). (2.39)

Pro feSeni nelinearnich rovnic (2.34) a (2.35) zalozenych na funkci
vérohodnosti neexistuje vSeobecné explicitni vyraz. Minimalizace souctu ¢tvercd
odchylek se provadi nékterou iteracni metodou, nejCastéji metodou iteracni
linearizace, napt. metodou Gauss—Newtonovou s Marquardovou modifikaci
(Marquard, 1963). Jeji piednosti je to, ze je zaloZena na posloupnosti linearnich
odhadi linearizovanych rovnic pomoci Taylorova rozvoje. To umoziuje pouzit
statistické testy aplikované pfi linedrnim odhadu jako urcité aproximace
testovacich postupll. V Gauss—Newtonové metodé¢ iteracniho postupu lze pouzit
znamé testovaci statistiky, jako jsou: koeficient determinace, t-test, F-test pro
ovétovani kvality linearizonaného modelu. Proto také vétSina statistickych a
ekonometrickych programovych systému realizuje nelinearni odhad metodou
iterani linearizace. Soucdasti vystupt z nich jsou i hodnoty smérodatnych
odchylek odhadnutych parametrt, piip. pomér odhadnutych hodnot parametrii a

jejich smérodatnych odchylek ( ﬁo /6 5 @ ﬁl |6 i )- Tyto statistiky se pouzivaji pfi
testovani vyznamnosti parametrti modelii, coz je uvedeno v dalsi podkapitole.

V literatuie existuji i jiné postupy (metody) odhadu parametrd modelu
logistické regrese. Jeden postup zaloZeny na diskriminaéni funkei (6.1) uvedeme
podle (Hosmer a Lemenshow, 1989). Predpokladejme, Ze nezavisla veli¢ina x
pochazi z normalniho rozdéleni v ramci kazdé skupiny dvou vybért dvoj-
hodnotové definované veli¢iny. Kazda skupina vybéri ma rozdilné stfedni
hodnoty a stejny rozptyl. Potom podminéné rozdéleni veli¢iny Y pro X = x je
logisticky regresni model. Formalné to 1ze zapsat takto: pokud X|Y =j~N(#;,0 : ),

j=1,2,potom P(Y =1|x) =TI(X).
Pti téchto podminkéch lze vyjadrit parametry modelu logistické regrese jako

& In(z_z} 05 (1,-1) I0° (2.37)

1

2
o= (-p) 1o, (2.38)
kde 6, = P(Y =]), j =0, 1. Estimatory pro parametry f§, a B zalozené na
diskriminacni funkei se urci tak, ze ve vyrazech (2.37) a (2.38) se za u,,, €

j

a

o’ dosadi jejich odhady. Obvykle se za x,,, dosadi aritmetické priméry veliCiny
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Tabulka 2-3 Mozna volba kddovani ptislusnosti obyvatel pro tfi irovné hodnot

Umglé proménné
Piislusnost obyvatelt
D1 D2
Méstska 0
Venkovni 1
Jina 0

X ve skupinach definovanych hodnotami zavislé veli¢éiny y=j, j = 0, 1,

6=n/n a6 =1-10.0dnad rozptylu 6 seurdi podle vztahu.

6 =[(n-1)s; +(n,~1)s; |/(n,+n,-2),
ktery koresponduje s vyrazem (6.10) v kapitole o diskriminacni analyze.

Jednoduchou logistickou zavislost ve tvaru vyrazu (2.27) s modelem podle
vyrazu (2.28) Ize analogicky ptimocaie rozsifit podle standardniho vicenasobného
regresniho modelu na vicenasobny model logistické regrese, tj. pro k nezavislych
veliéin, které zapiSeme jako vektor XtT =L X, X0 %), t=1, 2, ..., n. Nejprve
budeme predpokladat, ze kazdd nezavisla veli¢ina je zadéna intervalovymi
rozsahy hodnot. Podminéna pravdépodobnost, ze zavisla (vystupni) veli¢ina Y
nabyva hodnoty 1 za ptredpokladu vstupu X, je P(Y =1|x)=1I(x,) a logit
transformace je dana vyrazem

g(xt) :ﬂo +ﬂlxlt +:BzX2t . +ﬂkxkt =XtTB’ (2.39)

9(x)

1+ eg(xt) !

kde TI(xt) = BT = (B, B B, Xf = (X, Xy 0o X, ), Prot=1,2, ..., n.

Predpokladejme dale, ze nékteré nezavislé veli¢iny jsou diskrétni a svou
povahou kvalitativni veli¢iny, napi. profesionalni pfislusnost pracovniku, stav,
zachazeni, politicka ptisluSnost, postoje atd., a jsou vyjadfeny v binarnimi
nominalné (kvalitativn€) skalovymi hodnotami. V takovych pfipadech se pouziva
uméla nezavisla velicina s umélymi (dummy) proménnymi. Napiiklad velic¢ina
pfislusnost obyvatel mtze byt kodovana tfemi proménnymi jako: méstska,
venkovska nebo jina. Obecné plati, pokud nominalné $kalovana veli¢ina ma d
moznych hodnot, pak pro jejich zakdédovani v MLR je potfebnych d — 1 umélych
proménnych. Napft. pro kodovani ptislusnosti obyvatel pro tii trovné hodnot jsou
zapottebi dvé umélé proménné D; a D, s kddovanim podle tabulky 2-3.

V posledni tabulce je vidét mozny (nikoli jediny) zptisob kédovani. Pokud
napft. respondent patii do skupiny méstskych obyvatel, obé umélé proménné jsou
kédovany nulami. Pokud respondent patii do skupiny venkovskych obyvatel, Dy
ma hodnotu 1 a D> ma hodnotu 0. Pokud respondent nepatii ani do méstského ani
do venkovského obyvatelstva, tak D1 = 0, D> = 1. Vzhledem k uvedené moznosti
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kodovani nezavislych umélych proménnych ozna¢ime parametry stojici pti j-té
umélé proménné symbolem f,,. Pak logit pro logisticky model, vzhledem k
existenci j-t¢ diskrétni veli¢iny zakodované prostiednictvim d; — 1 umélych
proménnych, ma tvar

9(X) =B +BX+BX+ ... +ﬂkxk+iﬂdijd. (2.40)

Ve vyrazu (modelu) (2.40) jsou vynechany indexy 't' oznacujici jednotliva
pozorovani veli¢in.

Pro odhad parametrii modelu (2.40) jednotlivé parametry a nezavislé veli¢iny
vyjadiime jako vektory ve tvaru BT = (Bos Brsewos Bes Biys Biav)s

XtT = LX Xy - Xy, Djn, Dm,...). Je vidét, ze umélymi proménnymi se zvetsi
pocet parametri modelu. Umélé proménné mlzeme také oznacit symboly X, Se
zvySenim hodnoty k poétu nezavislych veli¢in zahrnutych do modelu. Analogicky
to plati i pro symboly parametrd modelu. Predpokladejme, Ze k dispozici jsou
pfislusna pozorovani nezavislé veli¢iny, hodnoty kédovani umélych proménnych
a hodnoty zavislé veli¢iny (X, Y1), t = 1, 2, ..., n, pfiemz jednotliva pozorovani
jsou navzajem nezavisla. Potom logaritmus funkce vérohodnosti / (B) v (2.33) je
analogicky jako v pfipad¢ jednoduchého modelu logistické regrese s jednou
nezavislou veli¢inou s tim rozdilem, Ze regresni zavislost ma v tomto piipad¢ tvar
vyrazu (2.39). Postavime-li prvni derivace logaritmu funkce vérohodnosti podle
B rovné nule, ziskame K + 1 normalnich rovnic. Tyto rovnice maji tvar

n

Dy, -T(x)) =0

t=1

a (2.41)

%[y 1(x)] =0

proj=1,2,..k

Odhadnuté hodnoty vicenasobného modelu logistické regrese jsou dany
nasledujicim vyrazem

eg(xt)

- 1+%)"

1(x,)

kde se hodnoty logit transformace g(x,) podle (2.39), resp. (2.40) vypocitaji jako

X B, prot=1,2, ... n.
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2.2.2  Testovani vyznamnosti parametra

Pfi posuzovani kvality odhadnutych parametrti, podobné jako ve standardnim
regresnim modelu, tak v logistické regresi, jsou dulezité informace o
smérodatnych odchylkach téchto parametrii. V pripadé odhadu parametrii
nelinearniho MLR a testovani jejich vyznamnosti zde pfistupuji navic informace
o hodnotéach funkce vérohodnosti (likelihood function).

Zakladni princip testovani vyznamnosti parametrti standardniho i logistického
regresniho modelu je zaloZen na porovnani piesnosti odhadnutych (vypocitanych,
vyrovnanych) hodnot zavislé veli¢iny vypocitanych modelem, v némz je zahrnuta
testovana nezavisla veli¢ina modelu a modelu, v némz je testovana veliCina
vynechana. Zatimco ve standardnim linearn€ regresnim modelu je toto porovnani
zalozeno na analyze sumy c¢tverci odchylek, v modelu logistické regrese
porovnani pozorovanych a vyrovnanych hodnot je zaloZzen na log funkci
vérohodnosti (2.33). K tomu se vyuziva D statistika, ktera se vypocte jako

hodnota log funkce vérohodnosti aktuélniho modelu
hodnota log funkce vérohodnosti saturovaného modelu

D:—2In{ },(2.42)

pfi¢emz pod pojmem saturovany model se rozumi model, ktery obsahuje tolik
parametru (nezavislych veli¢in), kolik je pocet pozorovani. Napf. pro regresni
model s dvéma nezavislymi veli¢inami, pokud existuji jen 2 pozorovani.

Zlomek v hranatych zavorkach ve vyrazu (2.42) se nazyva pomér hodnot
funkci vérohodnosti (likelihood ratio). Pokud se pfislusné hodnoty funkci
vérohodnosti vyjadii ve tvaru zapisu (2.33), pak po upravé lze pro hodnotu D
statistiku napsat tvar

D=- 22 Y, In(@jﬂl— yt)ln{%j : (2.43)

t 1- Y,

Vyraz (2.43) v MLR regresi je analogii kritéria, jakym je suma &tverct
nevysvétlenych odchylek (X(y,—¥,)?) ve standardnim linearn& regresnim
modelu.

Posledni dilezitou statistikou, ozna¢ovanou jako G statistika, pro testovani
vyznamnosti parametru modelu, a tedy i vyznamnosti zafazeni veli¢iny stojici pii
tomto parametru do MLR je statistika, ktera je odvozena z vyrazu (2.42) jako

G = -D (pro model s vynechanim posuzované veli¢iny)
— D (pro model se zarazenim posuzované veliciny), (2.44)
coz je ekvivalentni s vyrazem
G=-2(Ly—Lq) (2.45)

kde Lo maximalizovana logaritmovana funkce s omezenim na 8, = 0 a L; je
maximalizovana logaritmovana funkce bez omezeni, ktera je ohodnocena na p.

Supervizované a nesupervizované uceni z dat: statisticky a soft pfistup
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Nulova hypotéza testu vyznamnosti parametru S, danym nulovou hypoézou a

L1 S je formulovana jako Ho: S, = 0. Pak statistika G ma } * rozdéleni s 1
stupném volnosti.

Vyznamnost parametru [ zalozeného na odhadu ML je mozné testovat

Waldovym testem, ktery je oznaCovan jako W-test. Hodnota Waldova testu se
vypocita jako

hoS

W=2L1 (2.46)

G,
B

kde & 5 Je odhad smérodatné odchylky parametru B.

V pripadé jednoduchého MLR, ale pfedev§im v piipadé vétsiho poctu
nezavislych veli¢in Ize pro testovani vyznamnosti parametru f, pouzit i Score-

test (ST), pro jehoZ vypocet nejsou potiebné vystupy z ML. Testovaci statistika
pro Score-test ma tvar

Z‘,x[(yt—v)

ST = , (2.47)

\/v<1—v>i<x—f>z

t=1

Pokud jde o testovani vyznamnosti parametrii vicenasobného logistického
regresniho modelu, i v tomto pfipad€ je mozné testovat vyznamnost modelu jako
celku (vyznamnost v§ech parametrd modelu). Testovani vyznamnosti modelu jako
celku s k parametry je zalozeno na D a G statistickych kritériich, danych vyrazy
(2.42) a (2.44).

Pro testovani vyznamnosti jednotlivych parametrti vicenasobného logistického
regresniho modelu odhadnutych metodou ML je mozZno vyuzit Waldovu testovaci
statistiku W. Jeji hodnota pro j-ty parametr je dana v souladu s vyrazem (2.46),
jako

W =

b (2.48)
O'BJ

Za piedpokladu platnosti nulové hypotézy Ho: S, =0, W statistika ma

standardni normalni rozdéleni. Podobné jako v piipadé testovani jednotlivych
parametrti modelu pfiblizné rozhodovani ¢i jednotlivy parametr je nevyznamny,
lze uplatnit pfibliznou kritickou hodnotu rovnu v absolutni hodnoté 2 na 0,05
hladin€ vyznamnosti. Pokud W > 2, Ho zamitne. Ve jmenovateli Waldova testu
jsou odhady smérodatnych odchylek odhadnutych parametrl, které se také
nazyvaji standardnimi chybami odhadu parametri (Standard Errors). Tyto
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poskytuji zpravidla statistické programové systémy pro logistickou regresi ve fazi
odhadu parametrii.

Jak jsme uvedli, odhad rozptylu a kovarianci odhadovanych parametri se ziska
z iteracniho feSeni matice druhych parcialnich derivaci logaritmu funkce
vérohodnosti. Obecny tvar této matice ma formu (Hosmer a Lemenshow, 1989)

T Swn) [ nix)]
a (2.49)

UB) _ e
aﬂjaﬂu - ;XU'XIUH(Xl) [1 o H(Xt)]’

proj,u=0,1,2, ..k

Pokud jednotlivé termy pravych stran rovnic (2.49) setiidime do (k + 1) x (k
+ 1) matice, ziskdme matici, ktera se nazyva informacni matice s oznatenim lg.
Rozptyly a kovariance odhadovanych parametrii se ziskaji inverzi informacni
matice, ktera se nazyva varia¢né-kovariancni matice parametri modelu a ma
oznaceni Xp, tj. Xp = 1, . Matice Xp obsahuje na hlavni diagonéle rozptyly

parametrd B, j=0, 1, 2, ..., k. Jeji nediagonalni prvky obsahuji kovariance mezi
B, a B,. Informacni matici I 41 kterd je vytvofena z odhadii parametrd, je vhodné

zapsat ve tvaru

I, =X"VX, (2.50)
kde matice X ma tvar
Xy, X, oo Xy
N Xy Xy oo Xy
1 xnl Xy, o X
a matice V je
I1,(1-T11,) 0 0 0
v - 0 HZ(l._HZ) 0 |
0 0 0 I1,(1-IT)

kde ﬁt znamena ﬁ(Xt), t=1,2,..,n

Supervizované a nesupervizované uceni z dat: statisticky a soft pfistup
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2.2.3  Interpretace parametriu

Jakmile byly parametry MLR odhadnuty a ovéfeny jako vyznamné, nasleduje
nejpodstatnéjsi faze celého vyvoje MLR, tj. vyvozovani zavérl a interpretace
hodnot jeho parametrii predikovanych hodnot.

Ve standardnim jednoduchém regresnim modelu (s jednou nezavislou
veli¢inou) se parametr stojici pfi nezavislé veli¢ing interpretuje vztahem t¢inku
nezavislé veliiny na zédvislou veli¢inu. Hodnota parametru vyjadiuje velikost
zmény hodnoty zavislé veliCiny pfi jednotkové zmén¢ nezavislé veli¢iny. Pokud
si uvédomime, Ze data nezavislé veliciny v MLR mohou byt dichotomicka,
Ciselna, kategoricka, spojita a rizné hodnotové specifikovana napt. pti umélych
proménnych, takova interpretace parametru v MLR nemusi byt vhodna, protoze v
MLR nejsou rovnocenné méfici podminky v jednotlivych typech nezavislych
veli¢in. Jednotkova zména hodnoty nezavislé veli¢iny ma proto rtizné projevy, v
zavislosti jako jsou jeji hodnoty Skalované. V MLR pii interpretaci parametru,
namisto interpretace projevu Uéinku jednotkové zmény nezavislé veli¢iny na
zménu zavislé veliCiny, sepii dichotomické nezavislé veliciné zavedl pomér
pravdépodobnosti oznaCovany symbolem y,, popf. jeho logaritmus Iny . Pro
nezévislou dichotomickou veli¢inu, s kddovanim jejich hodnot nula a jedna, je
tento pomér vyjadien nasledujicimi vyrazy

et 1
_ @) /[-TIA)] _1l+ehh1reh (2.51)
I1(0) /[1-T1(0)] e’ 1
1+ef 1+

0@ /[1-0@] _
I1(0) /[1-T1(0)]

Iny =1In In(e*)=43. (2.52)

Platnost rovnosti ve vyrazech (2.51) a (2.52) ve tvaru v =e”* a In(y) = 4, je
splnéna pouze za predpokladu, Ze nezavisla veli¢ina je kodovana s hodnotami nula
a jedna. Pfi jiném kodovani pro stanoveni hodnot a In () je tfeba pouzit a vycislit
jejich zlomkové tvary.

Pokud si uvédomime, ze pfi dichotomické nezavislé veli¢in¢ s kodovanymi
hodnotami x = 0 nebo x = 1 se vyskytuji i dvé podminéné pravdépodobnosti 1 —
[1(x) a ekvivalentni I1(x), pak ¢itatel zlomku pomeéru pravdepodobnosti v, resp.
Iny  vyjadiuje pomér pravdépodobnosti vystupni dichotomické veli¢iny (s
koédovanymi hodnotami nula a jedna) pro vstup s X = 1, k pravdépodobnosti
vystupni dichotomické veli¢iny Y pro vstup s x = 0. Takto pomer
pravdépodobnosti nebo Sance w je svym vyznamem mirou asociace, kterou se
urcuje, kolikrat je pravdépodobnéjsi (Castéjsi) vyskyt sledované hodnoty
vystupniho znaku s hodnotou vstupu X = 1 nez s hodnotou x = 0. Konkrétni
interpretaci $ance uvedeme v nasledujicim piikladu.
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Priklad 2.2

V ramci zjistovani vyuzivani kvantitativnich prognostickych metod pfi
odhadech budouciho vyvoje ekonomickych procest firem byl proveden prizkum
ve vyuzivani kvantitativnich metod. Jeden pozadavek v tomto vyzkumu byl
specifikovat a kvantifikovat zavislost vyuzivani kvantitativnich metod od
ziskaného druhu vysokoskolsky vzd€lanych manazert. Pilotdz byla provedena
korespondencné dotaznikovou formou.

V tomto prizkumu byli manaZefi (respondenti) pozadani, aby uvedli udaje o
absolvovani druhu vysoké $koly (X), ktery byl kédovany hodnotami: x = 1 —
ekonomické vzdélani, x = 0 — jiné vzdélani, a udaje o vyuzivani kvantitativnich
metod pii rozhodovani (Y), které byly kodovany hodnotami: y = 1 — vyuzivaji se
kvantitativni metody a y = 0 — nevyuZivaji se kvantitativni metody. Od oslovenych
respondentl byly ziskany odpovédi, které jsou uvedeny Vv tabulce 2—4.

Na zaklad¢ hodnot z tabulky 2-4 mame kvantifikovat (odhadnout) MLR
zavislost vyuzivani kvantitativnich prognostickych metod na nabytém druhu
vzdélani.

Kontingen¢ni tabulka 2—4 poskytuje informace o tom, ze 59 respondentii ma
hodnoty znaku x =1 ay =1, 19 respondenti ma hodnoty znaku x=0ay =1, 11

respondentll ma hodnoty znak x = 1 ay = 0 a také 11 respondentd ma hodnoty
znaki x=0ay =0.

Odpovidajici funkce vérohodnosti pro tato data, v souladu s vyrazem (2.32), je
L (B, ,4)=T1(1)* [1 - TI(1)*] T1(0)** [1 - TT(0)*].

Aplikace programu pro logistickou regresi v systému R poskytne odhad MLR
podle tabulky 2-5.

V nasem piikladu pomér pravdépodobnosti y = 3,105 znamena, Ze vyskyt
vyuzivani kvantitativnich prognostickych metod je 3, 1krat Castéjsi pro pracovniky
s ekonomickym vysokoSkolskym vzd€lanim nez pracovnikl, ktefi nemaji
ekonomické vysokoskolské vzdélani.

Z vyrazi (2.51) a (2.52) je vidét, Ze hodnotu y, pfip. Iny je mozno snadno
vypocitat. Odhad ys ma pfi velkém vybéru normalni rozdéleni, na zaklad¢ ¢ehoz
je mozné vypocitat i jeho interval spolehlivosti. Tento interval se vypocita na

zdkladé kone¢nych hodnot intervalu spolehlivosti parametru f s naslednym
umocnénim jeho hodnot se zakladem e, tj. jako exp( ,él *Z ., 6-[& ).

V  poslednim prikladu byl prezentovany postup vypoctu pomeéru
pravdépodobnosti y pro dichotomickou nezavislou veli¢inu druh vzdélani
(ekonomické a jiné) s kédovanim jeji hodnoty jedna a nula. RozSifime zadani
ptrikladu tak, ze budeme uvazovat, kromé& ekonomického vzdélani, zohlednéni i
jiného druhu vysokoskolského vzdélani, napt. management.

Supervizované a nesupervizované uceni z dat: statisticky a soft pfistup
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Tabulka 2-4 Kontingenéni tabulka klasifikace druhu vzdélani (DV) a vyuZivani
kvantitativnich prognostickych metod (VKPM) pro 100 manazert

DV (x)
VKPM (y) - - Celkem
Ekonomické (1) Jiné (0)
Vyuzivani (1) 59 19 78
Nevyuzivani (0) 11 11 22
Spolu 70 30 100

Tabulka 2-5 Vysledky odhadu parametri jejich smérodatnych odchylek, testovacich
charakteristik a y~

Odhad Smerodatr%a N )
Veli¢ina odchylka: bl 6.0 /6, v
B By 6.6 !
1Y po
DV 1,1331 0,5014 2,259872
3,105268
Konstanta 0,5465 0,3789 1,323304

Tabulka 2-6 Kontingenéni tabulka dat pro VKPM s tiemi druhy vzdélani (DV) pro 100
respondentti

DV (x)
VKPM(¥) Ekonomické (3) Ma”a(g‘)*me”t Jiné (1) Celkem
Vyuzivani (1) 56 7 15 78
Nevyuzivni (0) 14 4 4 22
v 0,0 0,79 0,98

Potom v pilotazi vyuzivani kvantitativnich metod mize byt druh dosazeného
vysokoskolského vzdélani kédovany trojiroviiové: ekonomické, management a
jiné. V tomto piipade budeme hypoteticky predpokladat, Ze predchozi kontingencni
tabulka 2—4 rozsitena o sledovani vstupu i manazerského vzdélani bude mit tvar
tabulky 2—6.

V tabulce 2-5 jsou poméry pravdépodobnosti y vypoéteny vzhledem k

referencni (srovndvaci) skupiné pofizené¢ho ekonomického vzdélani. Volba
referenéni skupiny zavisi na cili provadéné pilotaZe. Napt. hodnota y pro skupinu
nabytého druhu vzdélani management se vypodita jako (7 - 14) / (56 - 4) = 0,79.

Rozsiteni dichotomické (dvouhodnotové) nezavislé veli¢iny na vicetiroviiové
koédovani se realizuje v MLR umélymi proménnymi. Volba koédovani umeélych
proménnych a specifikace referenéni skupiny zavisi na zvyklosti konkrétniho
software. Napf. pro systémy SAS, SPSS by mohla byt pro druh vzdélani (DV)
volba kddovani a specifikace referenéni skupiny podle nasledujici tabulky 2—7.
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Tabulka 2-7 Pifklad mozného tifuroviiového kdédovani pomoci umélych prménnych
z ptikladu 2.2

o Umélé promeénné (kédovani)
DV (kdédovani)
D1 D2
Ekonomické (3) 0
Management (2)
Jiné (1) 0

Tabulka 2-8 Vysledky odhadu parametri jejich smérodatnych odchyleka testovacich
charakteristik z ptikladu 2.3

. Smeérodatna odchylka: A A A A
Veli¢ina Odhad B, B, P Bl6,.b16,
Veék 0,0679 0,0282 2,4078
Konstanta —2,5822 1,1884 -2,1728

V tabulce 2-6 jsou 2 umélé proménné Ds, D,. Specifikace referen¢ni skupiny
se provadi podle softvéru SAS tak, Ze se bere ta skupina, pro kterou byla zvolena
nejvetsi hodnota koédu nezavislé veliCiny. V nasem piipadé je to skupina
reprezentujici dosazené ekonomické vzdélani.

Pokud jde o diskrétni nominalni (kvalitativni) a spojitou nezavislou veli¢inu
pro ziskani interpretovatelné hodnoty pomeéru pravdeépodobnosti y, je nutné, v

pripadé diskrétni nominalni veliiny, rozdélit ji do kategorii (skupin), a pak ji

nahradit pfisluSnym kédovanim umélych proménnych. V pfipadé, Ze nezavisla

veli¢ina ma hodnoty spojité, interpretace parametri v MLR je analogicka s

interpretaci parametrd ve standardnim jednoduchém modelu linearni regrese.
Ptiklad 2.3

Aplikaci uvedenych postupti odhadu parametri MLR, jejich testovani a
interpretaci budeme ilustrovat na datech v tabulce 2—1 a 2-2 z pilotaze zjistovani
zavislosti spokojenosti (nespokojenosti) s vykonavanou praci od véku pracovnikd.

Jako prvni byl proveden odhad parametrt MLR a jejich smérodatnych
odchylek, ktery je uveden v nasledujici tabulce 2-8.

Pro testovani, zda MLR s odhadnutymi parametry mtze byt zjednodusen lze
vyuzit G statistiku podle vyrazu (2.44). V nasi aplikaci hodnota G = 0,0088, co
indikuje, ze parametr f,, a tedy i MLR je vyznamny na hladiné¢ « = 0,01. Ke
stejnému zaveéru lze dospét Waldovym testem, ve kterém hodnota W-testu =
0,0679/0,0282 = 2,4078.

Pokud jde o interpretaci hodnoty odhadu parametru f,, z tabulky 2-8 je vidét,
ze data nezavislé veli¢iny (Vek) jsou ve tfech pozorovanich linearné spojita. S
uréitym zjednoduSenim pro interpretace parametru B, v MLR uplatnime analogii
jeji interpretace parametrti ve standardnim jednoduchém modelu linearni regrese,
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tj. bude nas zajimat, jak se zméni spokojenost vykonavané prace se zménou véku
0 10 let. Odhad poméru pravdépodobnosti prostfednictvim vyrazu (2.51)
w = exp(10 . 0,0679) = 1,972, coz znamena, e pii kazdém desetiroénim
zvySovani véku zaméstnancl se zvysi spokojenost s vykonavanou praci témét
dvakrat.

Samoziejmé tento zavér je diskutabilni a neodpovidajici skutecnosti, jednak
pro uvedené zjednoduSeni, jednak pro neadekvatni modelovani linearizace
nezavislé veliciny v logité. Odstranéni poskytne ndvrh MLR, v némz by jednotliva
pozorovani byla rozdéleny do skupin, a nezavisla veli¢ina by byla reprezentovana
umélymi proménnymi.

Vysledny tvar odhadnutého modelu ma tvar

. exp(~2,5822+0,0679 Vek, )
¥, =TI(Vek )=
1+exp(-2,5822+0,0679 Vek, )

a logit §(Vek )=-2,5822+0,0679Vek,. Skutetné a MLR vyrovnané hodnoty
SVP jsou vyznacené v grafu na obrazku 2—2.
Slozitéjsi situace interpretace parametrtl je ve vicenasobném MLR. Jeji rozbor

presahuje ramec této publikace. Seznamit se s touto problematikou je mozné v
(Hosmer a Lemenshow, 1989, kap. 3 a 4).

2.3 Modely exponencialniho vyrovnavani

Pravdépodobné nejvice pouzivanou metodou je metoda exponencialniho
vyrovnavani, a to pro jeji vypocetni jednoduchost a predevsim pro jeji chybovou
piijatelnost. Jeji autorstvi je spojeno se jménem Brown, RG; Meyer, RF Metoda
je struéné popséana v praci Brown (1963), Meyer (1963).
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Yy

Obrizek 2-3 Casova fada — konstantni trend

Vétsina ekonomickych déji nema idedlni vyvoj v Case, ktery by kopiroval
jednoduché teoretické funkce, napf. pfimku, parabolu, hyperbolu apod. V
dasledku cenovych, technologickych, inovacnich a jinych vlivii v pribéhu
nékterych obdobi se méni jejich plynuly vyvoj. Pfi modelovani ¢asovych fad v
takovych pfipadech racionalné¢ nezdivodnime volbu uréittho modelu s
konstantnimi parametry. Je opravnény pozadavek, aby model Casové ftady
zohlednoval nahlé zmény a pedev§im dokazal s chybovou pfijatelnosti generovat
predpovédi pro nejblizsi budoucnost.

Jeden ze zplsobti modelové aktualizace piedpovédi a jejich prizpusobovani
poslednim informacim je pouziti proménlivych parametri modelu. Proménlivé
parametry se méni s Casem, v kazdém pozorovani, na zakladé prubézného
zhodnocovani posledniho odhadu nebo posledni prognozy veliciny s jeji
skute¢nosti, pfi¢emz v novém, v dalsim odhadu hodnoty veli¢iny se priklada vétsi
vyznam poslednim (vékové mlad§im) pozorovanim ¢asové fady. Jelikoz odhady
hodnot casové tady se provadéji v kazdém pozorovani, jedna mozna varianta
teoretického konceptu exponencialniho vyrovnavani je, ze kazdému sledovani
budou odpovidat i jiné parametry modelu. Tento koncept se v literatufe oznacuje
jako koncept postupného trendu.

Uvedeny princip exponencidlniho vyrovnavani, ktery jsme zatim naznacili jen
v generické formée, vyjadiime i formaln€. Predpokladejme nejjednodussi piipad s
pozorovanimi Casové fady {y}, jeji stfedni hodnota se v Case neméni, tj. je

konstantni béhem celé historie pozorovani (viz obrazek 2—3). Rada mé stfedni
hodnotu, kterou ozna¢ime symbolem b. Pfi modelovani této fady klasickou regresi
by mohl byt adekvatnim modelem model s konstantnim trendem, tj.

y, =b+u, (2:53)
kde u, je ndhodny ¢len modelu. Nejlepsim odhadem parametru b — stéedni

hodnoty ¢asové fady je jednoduchy aritmeticky primér b= (1/ N)Z:!N:l y,. Pak
modelem (2.53) Ize kazdou hodnotu pozorovani fady vyjadtit jako
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oy

t-1 t t+1 t+2

Obrazek 2-4 Casova fada s konstantnim trendem — jednoduché exponencilni
vyrovnavani

y, =b+e =9, +e. (2.54)

PHi exponencialnim vyrovnavani je novy odhad ¥, definovéan jako kombinace
aktualniho odhadu ¥, a ¢asti aktualni chyby e,, tj.

V.=9 +oe, (2.55)

kde « je tzv. vyrovnavaci konstanta, pficemz « €<0,1>. Porovname-li vyrazy
(2.54) a (2.55), pravou stranu vyrazu (2.55) mizeme chapat jako aktualizovanou
uroven Casové fady Vv Case t, tj. mizeme ji vyjadrit jako

§,. =D, (2.56)

Ze vztahii (2.55), (2.56) je vidét, Ze Groveii ¢asové fady b, neni konstantni, ale
je proménliva v ¢ase. Jeji prubéh, v naSem piipadé, je dan vyrazem (2.54). Pribéh
b, je zakreslen v obrazku 2-4. V tomto obrazku je zakreslena situace ¢asové fady
s konstantnim trendem, pfi¢emz odhad pozorovani §, v &ase t = 1 je konstruovan

klasickym regresnim modelem, odhady pozorovani ¥,, a ¥,,, jsou konstruovany

technikou exponencialniho vyrovnavani. Z obrazku je jasné vidét, jak technika
exponencialniho vyrovnavani zmensuje chyby odhadii ve srovnani s klasickym
regresnim modelem.

Rovnice (2.55) se obvykle pise v jiném tvaru, kterym je
SI = St—1+a(yt _SH)’ (2.57)

kde S, je odhad nebo piedpovéd hodnoty casové fady { Y, } pro dalsi obdobi t +
1, které se provadi v aktudlnim ¢ase t. S, je odhad nebo predpovéd’ hodnoty

casové fady { Y, } pro aktudlni ¢as t, provedeny v pfedchozim obdobi t—1. Y, je
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pozorovana hodnota Gasové fady v Case t. Rozdil (y, —S,,) je chyba odhadu, resp.

chyba ptedpovédi v aktualnim case t. Vyraz (2.57) se da po jednoduché uprave
napsat, s piihlédnutim k rovnicim (2.54) a (2.55), jako

S =ay,+(1-a)S,
nebo (2.58)
S, =ay +pS,,,
kde B=1-a. Vyrazy pro S, definované podle (2.58), se nazyvaji jednoduchym
exponencialnim vyrovnavanim. S, se nazyva exponencialnim primérem Vv Case t,

S

ze exponencialni vyrovnavani je aktualiza¢ni (vyrovnavaci) procedura, pomoci
které je veli¢ina S, upravovana proporcionalné jeji predchozi hodnoté.

., oznacuje exponencialni primeér v ase t — 1. Z vyrazu (2.58) je zietelné vidét,

Vyraz (2.58), a tedy i vyrazy (2.55) az (2.57) jsme nazvali jednoduchym
exponencialnim  vyrovnavanim. Skute¢ny vyznam tohoto pojmenovani
pochopime, pokud vyraz (2.58) rozepiSeme rekurentnim zptsobem pro vSechna

pozorovani ¢asové fady { y, }
S =ay, +pS, =ay,+B(ay.,+pS.,)
=ay, +aﬂy14 +ﬁz (aylfz +ﬂSt—3)
=ay, +0(ﬁy[,1 +aﬁ2y‘72 + .. +ﬁN So
N-1
k N
:(ZZﬂ Yo + 57 S,
k=0
kde N je délka ¢asové fady, k =0, 1, ..., N — 1 je v&k pozorovani. S, je veli¢ina

charakterizujici podéate¢ni podminky rekurentniho vyrazu (2.58). Nazyva se
pocate¢nim odhadem arovné ¢asové fady. Pokud ¢asova fada je dostate¢né dlouha,

&len B " S, z posledniho vyrazu Ize vynechat, pak
N-1
S, :azﬂkytfk' (2.59)
k=0

Z vyrazu (2.59) je ziejmé, pro¢ se S, nazyva exponencialnim primérem. Je to
vazeny soucet viech ¢lent ¢asové fady { Y, } s exponencialng klesajicimi vahami.
Napt. pokud « = 0,2, potom ¢leny Easového fady Y, .Yy, Yy - budou mit
vahy 0,2; 0,16; 0,128; ...
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Nezodpovézenymi otazkami zlstaly volba vyrovnavaci konstanty « a volba
pocatecniho exponencialniho priméru S;. Volbou vyrovnavaci konstanty ¢, jak
je na obrazku 2—-4 vidét, je ur€ovana rychlost piizptisobovani dalsi prognoze k
aktualni chybé piedpovédi. Pokud « je velké, v nové prognoze nebo v novém
odhadu je zahrnuta velka ¢ast posledniho pozorovani. Pokud ¢ je voleno blizko
nuly, nova piedpovéd’ se bude téméi shodovat s piedchozi a vliv posledni aktualni
(pozorované) veli¢iny je potlaen. Znamena to, pokud budeme pozadovat, aby
piedpovédi modelované veli¢iny byly stabilni a nahodné chyby (v absolutnich
hodnotach) nebyly extrémné rozdilné, Ze budeme volit malou hodnotu . Pokud
budeme pozadovat, aby nové odhady, resp. ptedpovédi ¢asové fady obsahovaly
velkou ¢&ast informaci z pfedchozich pozorovani nebo aby byla rychla odezva na
posledni zménu, budeme volit o velké. V rtiznych zdrojich odborné literatury lze
nalézt doporuceni, Ze « by nemélo piesahnout hodnotu 0,3. V jiném ptipadé
poruchovy €len €, ve vyrazu (2.55) piestava byt nahodnym. V praci (Gaynor a
Kirpatrick, 1994) se pfi volbé o vychazi z primérné étvercové chyby predpoveédi

(3:>.(¥,—9.)). Potom by o méla mit takovou hodnotu, ktera poskytuje
N

minimalni primérnou ¢tvercovou chybu. V praktickych ptipadech se vyhledavani
nejvhodnéjsiho « podle minimalizaéniho kritéria primérné ¢tvercové chyby
provadi iterativné. Na zacatku se zvoli malé «, napt. 0,01, vypocitd se vyraz

ﬁZ(y‘ —¥,)?. Pak se malym piirGstkem zvy$i o« a vypodet se opakuje pro
N

novou hodnotu a. Vyhovujici « Se vybere takové, které garantuje minimalni
&tvercovou chybu piedpovédi, resp. odhadu.

Co se tyge pocate¢ni volby exponencialniho priméru S;, také neexistuje
zadné jednoznaéné pravidlo pro jeho urceni. Jeho volba, podobné jako volba «,
je charakterizovana silnou davkou subjektivizmu. Obecné se doporucuje, aby
hodnota S, pii dlouhych ¢asovych fadach odrazela stiedni hodnotu asové fady
vypoctenou napi. jednoduchym aritmetickym prumeérem z N pozorovani. Jestlize
rozsah vybéru N je maly, hodnota S; zvolend kritériem aritmetického praméru
bude vychylena. Tim budou vychylené i exponencialni priméry S,. Konstruované
ptedpovédi nebudou ptesné ve smyslu nezkreslenosti. Pokud piedpovédi budou
nespravné, Montgomery (1990) doporucuje pouZit pii vyrovnavani ¢asové fady
pro prvnich nékolik pozorovani vétsi hodnoty .

Koncept exponencialniho vyrovnavani byl od svého vzniku podrobné
teoreticky rozpracovan pro ¢asové fady s konstantnim, linearnim a kvadratickym
trendem a zobecnény pro trend libovolného stupné. V dalsi Casti rozebereme
techniku exponencialniho vyrovnavani pro modely s konstantnim, linearnim a
kvadratickym trendem.
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2.3.1  Jednoduché exponencialni vyrovnani

Nasi snahou v predchozi ¢asti bylo zdivodnit, pro¢ pti popisech ekonomickych
Casovych fad davame nékdy prednost modelim s proménlivymi parametry.
Nejjednodussim modelem s proménlivymi parametry je stacionarni model. Na
popis stacionarniho modelu Ize aplikovat metodu exponencilniho vyrovnavani.
Pro tento téel uvazujme piiklad ¢asové fady s 20 pozorovanimi kurzi akci firmy
IBM, jejichz hodnoty jsou uvedeny v tabulce 2-9. Data této Casové fady
nevykazuji V pozorovanich vybéru vzestupny nebo sestupny trend. V ¢asové fadé
jsou zjevné fluktuace v datech. Jeho popis klasickym modelem regresni analyzy s
konstantnim trendem by nebyl adekvatni, nebot’ jeho vSechny vyrovnané hodnoty
by byly na irovni aritmetického priméru y, =y = (1/ ZO)Z“S1 y,. Klasicky model

regresni analyzy s konstantnim trendem by nebyl adekvatnim modelem ani pro
prognozovani jeho hodnot. Na konstrukci progndéz pouZijeme model
exponencialniho vyrovnavani s konstantnim trendem. Jak jsme uvedli, modely
exponencialniho  vyrovnavani zohlednuji  skutecnost, ze vzdalen&jSim
pozorovanim, tj. pozorovanim v&kove star§im Se pfisuzuji niz§i vahy nez
pozorovanim vékové mladSim. Tato skuteCnost se vyuziva pii odhadu
proménlivych parametri b, modelu v jednotlivych pozorovanich Easové fady.

Odhad proménlivych parametri modelu b uréime vaZenou metodou nejmensich
Ctvercd, tj. pozadujeme, aby

Zaﬂk (yt—k _61 )2 .. min.
k=0
Pozadavek bude splnén pro hodnoty odhadi proménlivych parametrt b,

pokud derivaci posledniho vyrazu podle b, polozime rovnou nule, &im dostaneme
N-1 A N-1
k k
2By ~ba) p =0
k=0 k=0
Pro dostatecné velké N miizeme nahradit soucet nekoneéné geometrické fady

Spafpot 1L

k=0 k=0 1-8 «a
Potom z pfedchazejiciho vyrazu ziskame odhadovanou funkci pro proménlivé

parametry b,
b =ad BV (2.60)
k=0

Porovnanim odhadovaného vyrazu pro proménlivé parametry modelu
konstantniho trendu (2.60) s vyrazem pro exponencialni primér S, podle (2.59)
muzeme napsat

o
Il
(%]

(2.61)
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Tabulka 2-9 Kurzy akcii firmy IBM: jednoduché exponencialni vyrovnavani, « = 0,3

t Y, St 9. @D et

1 510 507,27 506,1 3,9

2 497 504,189 507,27 -10,27

3 504 504,1323 504,189 -0,189
4 510 505,89261 504,1323 5,8677

5 509 506,82483 505,89261 3,10739
6 503 505,67738 506,82483 -3,824827
7 500 503,97417 505,67738 -5,677379
8 500 502,78192 503,97417 -3,974165
9 500 501,94734 502,78192 —-2,781916
10 495 499,86314 501,94734 —-6,947341
11 494 498,1042 499,86314 -5,863139
12 499 498,37294 498,1042 0,8958029
13 502 499,46106 498,37294 3,627062
14 509 502,32274 499,46106 9,5389434
15 525 509,12592 502,32274 22,67726
16 512 509,98814 509,12592 2,8740823
17 510 509,9917 509,98814 0,0118576
18 506 508,79419 509,9917 -3,9917
19 515 510,65593 508,79419 6,2058102
20 522 514,05915 510,65593 11,344067
21 514,05915

Vidime exponencialni praméry, které jsou soucasné odhady proménlivych
parametr a tim i odhady vyrovnanych hodnot ¢asové fady { v, }.

Pokud vyrazy (2.56), (2.60) a (2.61) aplikujeme na ¢asovou fadu akcii firmy
IBM a pti volbé hodnoty vyrovnavaci konstanty « = 0,3, ziskdme hodnoty
prognodz jednotlivych pozorovani Gasové fady, které jsou uvedeny v tabulce 2-9.
Konkrétng, nejdiive urime pocatecni hodnotu exponencidlniho priméru na
arovni aritmetického priméru fady, tj. S, = 506,1. Pro vypocet progndz casové
fady jsme pouzili vyrazy (2.55) a (2.57)

V.=S, =ay, +(1_0‘)SH

pro kazdou periodu. Ptedpovédi byly vypodteny nasledovné:
9,(1)=9, =S, =b=506,10.

V poslednim pfedpisu symbolem ¢, (1) jsme zvyraznili skuteCnost, ze
pfedpovéd o jedno obdobi doptedu 9, je konstruovana z pocatku (z Grovng)
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+ prognozy

B sloateinost

¥, 530
520

Y 510
500
490
430
470

1234867 8 9101M1213141516817181820

Obriazek 2-5 Vyvoj progndz a skuteCnosti IBM akci (jednoduché exponencialni
vyrovnavéni, a =0,3)

prognézy V Case t, S pfedpovédi 7 =1, cozprot=0a 7= 1 mizeme napsat jako
¥, () = 9, (1) nebo jednoduse jako ¥,.

Ptedpovéd’ s pocatkem predpovedit = 1.
¥, (l) =y,=S =ay+ (1—(2) S, = 0.3(510) +(1— 0, 3)(506,1) =507,27.

Pokracovanim tohoto vypocetniho postupu pro periody t=3, 4, ..., 21 ziskame
prognézy ¥,,Y,, ..., ¥,,. Jejich hodnoty jsou uvedeny v tabulce 2-9. Graficky
prubéh prognoz se skute¢nostmi je na obrazku 2-5.

2.3.2  Dvojité exponencialni vyrovnani

Dvojité exponencidlni vyrovnavani nebo Browniv model exponencialniho
vyrovnavani pro linearni trend je podobné jako jednoduché exponencialni
vyrovnavani. Je jeho rozsitenim pro &asové fady s linearnimi trendy, jejichz
hodnoty fluktuji kolem tohoto trendu. Jinymi slovy feeno a formalné vyjadieno,
jde o ¢asové tady, ve kterych se stiedni hodnota linearné méni s ¢asem v souladu
s modelem

y, =b,+bt+u,. (2.62)

V modelu (2.62) odekdvana hodnota E(y,)=Db, +bt vase t je linearni
funkci ¢asu, u, je ndhodny ¢len modelu s nulovou stfedni hodnotou a konstantnim
rozptylem ve v8ech pozorovanich. Modely jednoduchého, dvojitého a modely
vysSich stupni exponencialniho vyrovnavani, ve kterych se stfedni hodnota méni
s Casem, jsou odvozeny od obecného modelu parabolického trendu stupné N v
tvaru

t? t"

y, =b, +b,t+b, 5+ +b“‘m' (2.63)
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V souladu s tvarem modelu (2.63) namisto modelu (2.62) pro linearni trend
budeme uvazovat tvar (2.63), tj.

y, =h, +bt+u,. (2.64)

Odhady parametrit modelu linearniho trendu (2.64) oznadime 601,6h- Jejich

odhadované hodnoty ziskame metodou nejmensich ¢tverct, ve které pozadujeme,
aby platilo

aiﬁk (yH —b,, —kb, )2 .. min,
k=0

Pro odhad parametri modelu (2.64) v minimaliza¢nim kritériu nejmensich
étvercli podle posledniho vyrazu se predpoklada, ze model exponencialniho
vyrovnavani ma pocéatek ¢asu umistény na konci ¢asové fady. Podminka vazené
metody nejmensich ¢tverc bude splnéna, pokud parcialni derivace posledniho
vyrazu podle B,,D, poloZime rovné nule. Tim obdrzime systém dvou normélnich
rovnic

> Y =Ba) B B kp
k=0 k=0 k=0
KBy, =bad kB -Bad ks (2.65)

Pokud budeme uvazovat casovou fadu S N —»o0, potom s vyuzitim
asymptotickych vlastnosti plati

k=0 k=0 1_ﬂ
N-1 0
kﬂk ~ k k — ﬁ
k=0 ; ﬂ 1_ﬂ

V realnych podminkach mame k dispozici dlouhé, ale kone¢né vybeéry. Proto
jsme indexy séitani k = 0, 1, 2, ..., N — 1 oznadili s pfibliznou platnosti. Pokud
dosadime tyto sumacni vztahy do soustavy rovnic (2.65), ziskame jednodussi tvar
systému rovnic

aZIBk Yo = 60t _Bn £
k=0 (24
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Ih

a Zk/f Voo = oy =B, (14 ). (2.66)

Pokud posledni soustavu rovnic (2.66) vyjadiime ve tvaru exponencialnich
pruméri, miizeme ji po upraveé piepsat na tvar

St = 60{ _Blt ﬁ

o

2 _R\ l-ap
S“ =b, —2——D, (2.67)

a
kde

N-2
S =aS +pSE =a) 'S, (2.68)

k=0

Ve vyraze (2.68) je symbolem S oznageny exponencilni primér druhého
stupné, ktery jsme ziskali aplikaci exponencialniho vyrovnavani v ¢asové radé
exponencidlnich praiméra {S, } prvniho stupné. Nakonec ze soustavy rovnic

(2.67) vypodteme proménlivé parametry b,.b, modelu (2.62) technikou
exponencialniho vyrovnavani jako

b, =25, -

61t :%(St _Stm)' (269)

Soustava rovnic (2.69) poskytuje odhadované vyrazy proménlivych parametri
modelu (2.64). Pro jejich vypocet, podle téchto vyrazi v Case t, potiebujeme zjistit
hodnoty exponencilnich primérit S, S, Avsak jejich vypodet vyzaduje znalost

hodnot exponencialnich pramérd v ¢ase t — 1. Pak na odhad proménlivych
parametrti D,,,0, v case t = 1 musime znat hodnoty pocatecnich exponencialnich

S, Hodnoty S,,S” ziskdme ze soustavy rovnic (2.67), pokud do

priméra S, S,

nich dosadime napt. odhady parametrti z jednoduchého linearniho trendu (2.62), tj.
6,52
a

s —p —217%5 (2.70)
(04

Pokud méme uréeny pocate¢ni hodnoty exponencialnich praméra S,, S,
mutizeme z vyhodnocovacich vyrazi (2.69) urcit hodnoty proménlivych parametrd
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vV Case t = 1, t]. bom

doptedu, kterou ozna¢ime Y,(7) = ¥,(1) nebo jednoduseji y,, tj.

b a nasledné z modelu (2.64) ptedpovéd’ o t = 1 obdobi

§,(1)=9, =h, +bz. 2.71)

Ostatni prognézy ¥,,9,, ..., ¥,, uréime stejnym zpiisobem jako y,, tj.
postupné, vzdy z trovné pfedchozi prognézy, o jedno obdobi dopiedu, vyrazem
(2.72).

Pro ilustraci vypoctu prognéz dvojitym exponencidlnim vyrovnavanim
uvazujme jednoduchy ptiklad. Piedpokladejme, Ze mame k dispozici pozorovani
y, prot=1,2, .., 18 0 casovém vyuziti strojniho zafizeni. Tato pozorovani jsou

uvedena v tabulce 2-10. Chceme vypoditat vSechny prognézy Yy, modelem

dvojitého exponencialniho vyrovnavani s vyrovnavaci konstantou o = 0,5. Cely
postup vypoctu shrneme do nésledujicich krokd:

1. Odhadneme linearni trend klasickym regresnim modelem, tj. modelem
y, =b,+bt+u, prot=1,2 .., 18,
Odhady parametrii provedeme jednoduchou metodou nejmensich ¢tvercd,
ktera poskytne 60 =161,098, 61 =-1,9226.

2. Vypocitame pocatecni prognozu y,. Jeji hodnotu uréime jako vyrovnanou
hodnotu z ptedchoziho klasického regresniho modelu, tj.
¥, =h, +bt=161,098+ (—1, 9226) 1=159,18.

3. Pomoci vyrazi (2.67) ur¢ime pocateéni hodnoty exponencialnich praméri
S, =b, —b, == 161,098 — (-1, 9226)1 (;5 =163,02

a i)
2 _ 1-0,5
S, b 2—b =161,098 - ZW( 1,9226) =161,1.

4. Z vyrazh (2.58) a (2.68) uréime exponencialni priméry St ' SI[Z] prot=1
S, =ay, + (1— a) S.,=0,5163+ (1— 0, 5)163, 02=163,01
S[Z] =as, -I—ﬂS[Z] 0,55 163,01+ (1-0,55)161,1=162,05 ,

5. Z vyrazi (2.69) uréime hodnoty proménlivych parametri modelu (2.64)
Bm =2S, - S[[Z] =2 -163,01-162,05=163,97
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Tabulka 2-10 Dvojité exponencialni vyrovnani — vytizeni strojového zatizeni, o = 0,5

T Y, S, s By by, Y, &
1 163 163,01 162,05 163,97 0,96 159,18 3,82
2 159 161,01 161,05 160,97 -0,04 164,92 -5,92
3 136 149,51 155,30 143,72 -5,79 160,92 —24,92
4 158 160,51 160,80 160,22 -0,29 137,92 20,08
5 146 154,51 157,80 151,22 -3,29 159,92 -13,92
6 146 154,51 157,80 151,22 -3,29 147,92 -1,92
7 155 159,01 160,05 157,97 -1,04 147,92 7,08
8 158 160,51 160,80 160,22 -0,29 156,92 1,08
9 149 156,01 158,55 153,47 -2,54 159,92 -10,92
10 130 146,51 153,80 139,22 -7,29 150,92 | -20,92
11 158 160,51 160,80 160,22 -0,29 131,92 26,08
12 136 149,51 155,30 143,72 -5,79 159,92 | -23,92
13 138 150,51 155,80 145,22 -5,29 137,92 0,08
14 129 146,01 153,55 138,47 —7,54 139,92 -10,92
15 129 146,01 153,55 138,47 —7,54 130,92 -1,92
16 130 146,51 153,80 139,22 -7,29 130,92 -0,92
17 127 145,01 153,05 136,97 -8,04 131,92 —4,92
18 124 143,51 152,30 134,72 -8,79 128,92 —4,92
19 125,92

b, =2 (S,-S%) = 035 163 01-162,05)=0,9

A 1-0,55
a pomoci vyrazu (2.71) ptedpoveéd
§,(1)=9, =, +b,r =163,97+0,96 (1)=164,92.
6. Zbyvajici predpoveédi Y,,¥,, ..., ¥,, uréime stejnym zplsobem, tj.

S® a

<t

opakovanim krokti 4 a 5. PfisluSné exponencidlné prameéry S
proménlivé parametry b, b, s prognézami y, jsou uvedena v tabulce 2-10.

Graf vyvoje aktualnich a vyrovnanych hodnot je zobrazen v obrazku 2—6.

Dvojité exponencialni vyrovnavani jsme ilustrovali pro casovou fadu
vytiZenosti strojového zafizeni s vyrovnavaci konstantou o, = 0,5. Jeji volba nebyla
nadhodna. Vychazi z minimalizaénich kritérii pramémé ¢Etvercové chyby

predpovedi (%Y (Y, —9,)° =4 €f). Pribéh primémé &tvercové chyby
N N

ptedpovédi v zavislosti na hodnotach o je zobrazen na obrazku 2—7. Pocateéni
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Obrazek 2—6 Dvojité exponencialné vyrovnavani — vytizeni strojového zafizeni o = 0,5
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Obrazek 2—7 Prabéh primémé Etvercové chyby piedpovédi pro dvojité exponencialné
vyrovnavani — vytizeni strojového zatizeni

hodnotu jsme zvolili o = 0,05. Postupné jsme ji zvySovali o ptirastky 0,05. Na
obrazku 2—7 je vidét, Ze nejmensi hodnota primérné ¢tvercové chyby predpovédi
jeptia=0,5.

2.3.3 Trojité exponencialni vyrovnavani a exponencidlni vyrovnavani
modela vysSich stupiii

Uvazujme ¢asovou fadu, jeji trend je kvadraticky, tj. jeho stfedni hodnota se méni
v zavislosti na ¢asu kvadratickou funkci Casu, tj.:

y,=b, +bt+b,t* +u, (2.72)
kde u, je nahodny ¢len modelu se standardnimi pfedpoklady U, ~ N(0,0 2)-

Vychozim modelem pro trojité exponencialni vyrovnavani, v souladu s (2.63),
je model kvadratického trendu ve tvaru

Y =b, +bht+%bmt2 u. 2.73)

Odhady proménlivych parametra modelu kvadratického trendu (2.73)
oznacime by,,b,,b,. Ziskame je jednoduchou metodou nejmensich étverct, pfi niz
se pozaduje, aby platilo
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N-L . KA 2
aZﬂKKytk—bm—kbn—?bnj ... min.
k=0
Na tomto misté nebudeme rozepisovat cely postup odvozeni vyrazi pro odhad

parametrii, nebot’ postup je analogicky jako u modeli exponencialniho
vyrovnavani niz§ich stupiit. Uvedeme jen vysledné vyrazy, které jsou nezbytné,
abychom mohli odhadovat prognézy technikou trojitétho exponencialniho
vyrovnavani.

V prvni fade€, v ptipadé trojitého exponencidlniho vyrovnavani, urcime tfi

TR srlr ey [21 I3l ‘- .
pocatecni exponencialni praiméry SO,SO ,SO v které jsou definovany

a a
st b0—2£61+ﬂ(3_22a)62 (2.74)
a a
N ~ 30(4-3x) ~
853]2b0_3£b1+ ﬂ( 2 a) >
a a

Vidime, Ze pocate¢ni exponencialni priméry S,,S!?,S® jsou funkcemi
odhad pocate¢nich parametrt 60,61,62 modelu (2.73).
Déale uréime exponencidlni priaméry S,S®,S® véase t, které jsou
definovany
St =ay, +ﬁst4
SO = S, + AS1 (2.75)

[8] _ [2] [3]
S” =aS” +pS;.

Prostiednictvim exponencialnich praméra (2.75) jsou definovany odhadované
vyrazy proménlivych parametri modelu (2.73) jako

b, =35, 357 + !

(04
25

b, ==—[(6-5a)S,—2(5-4a)S” +(4-3a)S"|  (2.76)

2

b, = %(st —251459),
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Nakonec pomoci vyrazu (2.73) uréime piedpovéd’ o t = 1 periodu dopiedu, s
pocatkem predpovédi t = 1, kterou opét oznatime jako Y¥,(7)=9 (1) nebo
jednoduseji ¥, =Y,

2
. Ao AT
You =Dy +0,, 7 +D,, ? (2.77)

Pro ilustraci pouziti uvedenych vyrazi trojitého exponencialniho vyrovnavani

uvazujeme piiklad, ve kterém mame k dispozici ¢asovou fadu { y, } s délkou N =

7 pozorovani 0 odevzdanych bytech do obecniho vlastnictvi na Slovensku za roky
1991 az 1997. Tyto udaje jsou uvedeny v tabulce 2-11. Nasim tkolem bude
vypoéitat progndzy dokon¢enych byttt do obecniho vlastnictvi pro roky 1998 az
2002.

Protoze trend ¢asové fady { y, } pro 7 pozorovani nejlépe vystihuje kvadraticka
funkce 'y, =b +bt+bt* budeme urovat prognézy technikou trojitého

exponencialniho vyrovnavani. Vyrovnavaci konstantu zvolime o = 0,11. Nejprve
jednoduchou metodou nejmensich ¢tverch odhadneme parametry tohoto
kvadratického trendu. Odhady parametrd jsou:

b, =4866, b =-1578,88, b, =166,48. (2.78)
Vypocitdme hodnotu §, Z regresniho modelu pro t=1
§, =b, +ht+b,t* = 4866+ (~15788)+1664,8 = 3453,6,

kterou soucasné budeme povazovat za prognézu skute¢né hodnoty y, prot = 1.
Ozna¢ime ji §,(r)=9,1) = ¥,.. = ¥, nebot’ jde 0 prognozu, ktera je vytvarena v
pocatkut =0, s horizontem 1 = 1.

Odhady parametr (2.78) vyuzijeme pro vypocet pocate¢nich exponencialnich
pramérd S, S, S, které vypocitame podle vyrazii (2.74), tj. pro exponencialni
pramér prvniho stupné.

p(2-a),
o 2
0, 89 0,89(2-0,11)
0, 11 0,11

0

S, =h,—h e
(04
(-

=4886—(—1578,88) 166,48 =17643,97.

Stejnym zplsobem urc¢ime pocatecni exponencialni priméry druhého a tretiho
stupné.

- pe B(3-2a),
S =, —2£bl +ﬂ(—2a)b2 =3045,13
[24
. 3p(4-3
s = b1+ SPA=3a) s 43o00,46
0[
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Tabulka 2—11 Piedané byty do obecniho vlastnictvi v CR v r. 1991-1997 a prognézy do r.

2002
Rok t Y, by, by by, §i

91 1 3689 | 3405,7036 | ~1565,047 | 0,584 | 3453,595
92 2 1806 | 2850,1602 | -1629,641 | -1,923 | 1840,948
93 3 2217 |2971,4179 | -1615542 | 1,376 | 1219,558
94 4 614 |24984832 | ~1670,53 | 3509 | 1355,188
95 5 1548 | 2774,0422 | -1638,491 | 2,266 | 826,198
9% 6 1428 | 2738,6385 | -1642,607 | 2,426 | 1134,418
97 7 1858 | 2865,5018 | -1627,857 | -1,853 | 1094,818
98 8 1236,7183 | 2682,2044 | -1649,169 | 2,680 | 1236,718
99 9 1031,6953 | 2621,7163 | -1656,202 | -2,953 | 1031,695
2000 10 964,03771 | 2601,7552 | ~1658,523 | 3,043 | 964,038
2001 11 941,7107 | 2595,1681 | ~1659,289 | 3,073 | 941,711
2002 12 934,343

Pokragovani tabulky 2—11 Piedané byty do obecniho vlastnictvi v CR v r. 1991-1997 a
prognozy do r. 2002

Rok t Y, s, st s

01 1 3689 1610892 | 28850,35 |  41629,98
92 2 1806 15901,79 |  28827,57 |  41627,47
93 3 2217 15947,00 | 2883254 |  41628,02
94 4 614 15770,67 | 2881314 | 4162589
95 5 1548 1587341 | 2882444 |  41627,13
9% 6 1428 1586021 |  28822,99 |  41626,97
97 7 1858 15907,51 | 2882819 |  41627,54
98 8 1236,7183 15839,17 |  28820,68 |  41626,72
99 9 1031,6953 15816,62 | 2881820 | 4162644
2000 10 964,03771 15800,18 |  28817,38 |  41626,35
2001 11 941,7107 15806,72 |  28817,11 | 4162632
2002 12

Z pocate¢nich exponencialnich priméra mizeme ur¢it pomoci vyrazi (2.75)

aktualni exponencialni primeéry S

S, =ay, + S, =0,11(3689)+0,89(17643,97) =16108,92

't

S, S® prot=

t 1%t

1, 1j.

S =aS, + pSi? =0,11(16108,92) +0,89(3045,13) = 28850, 35
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S¥ = oS + ASE = 0,11(28850,92) + 0,89(43209, 49) = 41629,98,

Z aktualnich exponencialnich primérd pro t = 1, pomoci vyrazi (2.76),
muzeme vypocitat proménlivé parametry modelu (2.74), tj.

601 =35, —35/" + 51 = 3(16108,92) —3( 28850, 35) + 41629, 98 = 3405, 704.

Podobné
b, = 222 [(6-5a)S, ~2(5—4a)S{" +(4-3a)S[" | = ~1565,05
b,, = %( S, 28/ +5[) =0,584.

Pokud mame vypo&itané proménlivé parametry v &ase by,,b,,b, v &aset = 1,
muzeme na zakladé vyrazu (2.77) ur€it prognézu o jedno obdobi doptedu, tj. S
horizontem t = 1, konstruovanou na zacatku predpovédi t = 1, tj.

2
yt (T) = 91 (1) = y1+1 = 92 = 601 + b’\117- + 621 % (279)

= 3405,706 +(—1565,05) 1+0, 584% =1840,948.

Vidime, ze v modelech exponencialniho vyrovnavani pro aktualni hodnotu y,
je predpovéd’ Y, konstruovana vyrazem (2.79) vzdy pro hodnoty proménlivych
parametri V ¢ase t — 1 a vzdy s horizontem t = 1.

Ze srovnani vyrazi (2.55) a (2.57) vyplyva, ze ¥, je soucasné S, _,. Konkrétné
v nasem piikladu ¥, = 1840,948 = S; je nova hodnota, na jejimz zaklad€, z vyrazi
(2.75), mizeme ur¢it viechny exponencialni praméry v ¢ase t = 2 a cely cyklus
aktualizace opakovat a uréit progndzy az do periody t = 8 (tj. v¢etné roku 1998).

Abychom mohli konstruovat ptedpovédi pro t =9 az 12, tj. pro roky 1999 az
2002, pottebujeme znat skute¢nosti od roku 1998 az do r. 2001, tj. od periody t =
8 az do periody t = 11. V konstrukci piedpovédi muzeme pokracovat, pokud
nahradime nezndmé skute¢nosti jejich prognozami, tj. progndézami §, az Y,,.
Tento postup ukdZzeme na piikladu vypoctu prognézy pro periodu t = 9.

Prvnim krokem je vypodet By, 0,0,0, co vyzaduje hodnoty S, S, SP. Tyto
vypocitame jako

S, =ay, + S, =0,11(1236,718)+0,89(15907,51) =15839,17

S¥ = oS, + ASP = 0,11(15839,17)+0,89(28828,19) = 28820,68
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Obrazek 2-8 Trojité exponencialni vyrovnani — poéty odevzdanych byt do obecného
vlastnictvi (o = 0,11)

i =S+ #SI = 0,11(28820,68) +0,89(41627,54 ) = 41626, 72

>

A A

a Dy, 0,0, vypotitime jako
608 =35, —3514 +SI = 3(15839,17) - 3(28820, 68) +41626, 72 = 2682, 2044.

Stejnym zplisobem uréime

b, = 222 [(6-5a)S, ~2(5-42)S;" +(4-3a)S;" | = ~1649,169
628 = %(SB - 28:52] + SE]) =—2,680.

Nakonec piedpovéd’ o jedno obdobi doptedu s pocatkem piedpovédi t = 8
s horizontemt =1 je

o p ~ 7
Ys (T) =Y (1) =Y, = bos + b18T+ bzs 7

= 2682,2044 +(—-1649,169) 1+ (-2, 680)% =1031,695.

Vysledky postupu jsou uvedené v tabulce 2-11 a na obrazku 2—8. Na obrazku
2-8 je videt, Ze trojité exponencialni vyrovnani pro ¢asovou fadu odevzdanych
bytl ve vefejném sektoru dobfe vystihuje vyvoj pozorovani tohoto ¢asové fady.

Co se tyce techniky exponencialniho vyrovnavani pro modely vyssich stupi,
je tieba fici, Ze se v ekonomice témét nevyskytuji. V piipadé zajmu ¢tenaf nalezne
jejich feseni v pracich Brown (1963).

2.4  ARMA modely a modely pienosovych funkci
Doposud seodely regresni analyzy zakladaly na piedpokladech o nezavislosti

nahodnych poruch a tim i pozorovani vysvétlovani proménné zkoumané casové
fady. Uvedeny pfedpoklad o nezavislosti nahodnych poruch a nezavislosti

Supervizované a nesupervizované uceni z dat: statisticky a soft pfistup



48 Kapitola 2

pozorovani ¢asové fady {Yy, }, napiiklad od pfedchozich pozorovanich, neni v
mnoha praktickych pfipadech dodrzen.

V této podkapitole se budeme zabyvat v prvni ¢asti modelovanim zavislosti
jednoduchych procesu, tj. identifikovanim zavislosti zkoumané veli¢iny na
pozorovani v ptedchozich obdobich a na casové zavislosti ndhodné slozky
procesu. Tyto modely lze chapat jako jednoproménné modely ¢asovych fad,
protoZze na popis vyvoje zkoumané veli¢iny Se pozivaji jen jeji minulé pozorovani.
Tyto modelovaci techniky byly pfedmétem vyzkumu v neddvné minulosti a byly
prvotné konsolidovany a prezentovany podle Boxe a Jenkinse (Box a Jenkins,
1970) pod nazvem ARMA, resp. ARIMA modely. Ve druhé casti budeme
predpokladat, ze ¢asova fada hodnot vystupni veli¢iny y; je v relaci s jednou nebo
vice hodnotami &asovych fad jinych (vstupnich) veli¢in Xj;. Tyto modely
nazyvame modely pfenosovych funkci.

241 ARMA modely

Vychozim bodem modelovani diskrétni stacionarni ¢asové fady { Y, } s nulovou
sttedni hodnotou v kazdém bod¢ je predpoklad o linearni zavislosti jeho hodnoty
Yy, V ¢ase t na jeho pfedchozich hodnotich a na aktualni hodnoté€ a pfedchozich
hodnotach nahodné slozky, tj.

Y, = ¢1y171 +¢zy172 LA o +915171 +928t—2 + o (2.80)

V modelu (2.80) se koeficienty (¢, ,, ... ) nazyvaji autoregresni parametry,
koeficienty (6,,6,,..) se nazyvaji parametry procesu klouzavych priméri a
(€,&.,+&_, ) jsounezavislé nahodné poruchy, o nichz se predpoklada, ze jsou

t-17 “t-2
generovany procesem s nulovou stiedni hodnotou, konstantnim rozptylem o
s normalnim rozdélenim. Posloupnost {¢,,&_,, ¢, , ... } S uvedenymi vlastnostmi
se nazyva proces bilého Sumu. Prvni ¢ast modelu (2.80) se nazyva deterministicka
nebo autoregresni ¢ast a druhd se nazyva nahodna ¢ast nebo ¢ast klouzavych
priamértt modelu. Pocet ¢lenti (proménnych) autoregresni ¢asti p uruje stupefi
autoregresniho modelu (procesu) a oznacuje se jako AR (p) model, pocet ¢lent
nahodné ¢asti  uréuje stupei nahodné ¢asti a oznacuje se jako MA (q) model nebo
proces. Model podle (2.80) ur¢uje smiSeny ARMA(p, q) = ARMA( o0, o0 ) proces.

V praktickych aplikacich vétSinou stupné p, q nebyvaji vétsi nez 2.
Identifikace ARMA modeli

Dulezitou a jednou ze zakladnich charakteristik pouzivanych pii analyze ¢asovych
fad, zejména pii vyhledavani mechanismu, ktery generuje jeho hodnoty, kromé
kovaria¢ni funkce, je autokorelacni funkce (ACF) p, a parcialni autokorelacni

funkce (PACF) ¢, . Vybérova ACF je definovana
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Tabulka 2-12 Charakteristiky teoretické ACF a PACF

ACF PACF Model
pozvolné utlumovana Nahle utlumena po posunu p AR(p)
nahle utlumena po posunu q pozvolné utlumovéana MA(q)
pozvolné utlumovana pozvolné utlumovana ARMA(p, q)
N-k - -
Z(yt - y)(ynk - y)
ro=-=2 ,k=0,1, ..., K (2.81)

X(-v)

Druhou dulezitou charakteristikou ARMA procest je PACF. Na usuzovani
skuteéného pribéhu PACF pouZijeme parcialni autokorelaéni funkci, jejiz

hodnoty ;Zkk prok=1,2, .., Kur¢ime z Yule-Walkerovych rovnic (2.82).
[ =Quliy + Pl + o TP, PrOJ=1,2, ..,k (2.82)

Parcialni autokorelaéni funkce (PACF) je definovana jako korelace mezi
dvéma nahodnymi veli¢inami, pfi¢emz vliv vSech ostatnich veli¢in je bud’
odstranén, nebo je konstantni (fixovan). Parcialni korela¢ni koeficient ¢, , jako
konkrétni hodnota PACF, je mirou vztahu mezi dvéma stacionarnimi ¢asovymi
fadami {y} a {y_ 3}, pokud je eliminovan vliv ostatnich proménnych

Yerr Yoo oo Yowae Studium prabéhu PACF umoziuje identifikovat pocet ¢lent

autokorela¢ni ¢asti modelu (2.80). Pokud jsme vypoditali hodnoty ACF a PACF z
vybéru dat a ptipadné graficky zobrazili jejich prub&hy, poté na zakladé poznatka
0 teoretickych pribéhd konkrétnich typd ARMA procest a ziskanych
charakteristik procestt z vybéru, mizeme ptedbézné usuzovat na typ ARMA
procesu. Charakteristiky ACF a PACF nejéasté&ji vyskytujicich se ARMA procest
jsou shrnuty v tabulce 2-12.

V tabulce 2-12 nejsou uvedeny vsSechny moZné kombinace prubéhy
vybérovych ACF a PACF. Naskyta se otazka, jak postupovat v takovych
pripadech. Reseni poskytuji nékteré numerické algoritmy ¢&i rozhodovaci kritéria,
mezi ktera patii napf. Akaikovo informaéni kritérium a bayesianské informacni
kritérium.

Odhad parametri

Nejvice pouzivanou metodou pro odhad parametrti nelinearnich modelt je metoda
maximalni vérohodnosti. Algoritmus pro uréeni odhadii parametri metodou
maximalni vérohodnosti je iterativni a jako kazdy iterativni algoritmus, vyzaduje
pocate¢ni odhad parametri. Odhad parametri typu ARMA se proto provadi ve 2
krocich. V prvnim kroku se odhadnou pocate¢ni (pfedbézné) hodnoty parametru.
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Ve druhém kroku se po¢ateéni hodnoty pouziji k iterativnimu vyéisleni kone¢nych
hodnot parametrd pomoci metody maximalni vérohodnosti.

Pocate¢ni odhad parametri je nejjednodussi pro AR(p) model

Y, :§+¢1y:—1 TPt +¢py[—p +é&, t= 1' 2' s N’

ktery je linearni z hlediska parametri. Na pocate¢ni odhad parametri Ize pouzit
nékolik metod. Jelikoz AR(p) model je linearni, na odhad jeho parametrti Ize
pouzit jednoduchou metodu nejmensich ¢tverci — OLS (Ordinary Least Squares).
Estimator OLS pouziva pfimo vybéry dat ¢asovych fad. Napt. pro model AR (2)

vetvaru y, =&+@Yy,, +4Y,, +& -

Estimétor na odhad parametrii ma tvar ¢ = (X'X)* X'y, kde ¢" = ( ¢ (131 @2
. @,) je vektor parametrd, y* = (VY,,Y,,...,¥,) je vektor pozorovani zavislé
proménné (prava strana AR(2) rovnice) a X je matice pozorovani nezavislych
proménnych (proménnych na pravé strané AR(p) rovnice).

Pro pocate¢ni odhad parametr pro MA modely se nejcastéji pouziva tzv.
dlouhd AR metoda. Predpokladem jejiho uplatnéni je, aby MA(p) proces byl
invertibilni do AR procesu. Invertibilni MA (q) proces miize byt aproximovan
AR(j) procesem pro dostatec¢né velké j, tj.

Y. =0Yat @Yt - TOY +&. (2.83)

Pocate¢ni odhad parametri MA(q) modelu se provadi ve dvou krocich. V
prvnim kroku se MA(Q) model zaméni (invertuje) za model AR(j) a odhadnou se
jeho parametry OLS metodou. Pokud zndme odhady parametrt {,}, potom z dat

Casové fady { y, } mizeme urcit odhady hodnot nahodného ¢lena ¢, AR(j) modelu
(2.83) jako rezidua e, tj.

€& =Y _(¢1y1-1 +(2)2y1-2 + . +¢j Yo ) (2.84)
Ve druhém kroku dosadime rezidua {€ } do MA(Q) procesu, ¢imz ziskame
model

Y, =0g,+08 ,+ .. +08  +¢ (2.85)

17t 27t-2
aznovu v regresni rovnici (2.85) na odhad parametrii 1ze pouzit OLS metodu, ¢imz
ziskame pocate¢ni odhady {6} MA(q) procesu.

Na pocatecni odhad parametri ARMA(p, q) modelu je také mozné pouzit
dlouhou AR metodu, nebot ARMA(p, q) proces miize byt nahrazen AR(j)
procesem pro dostateéné velké j. Analogicky jako pii odhadu parametrd MA(q)
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modelu v jejim prvnim kroku vyrazem (2.84) ziskame rezidua, které ve druhém
kroku dosadime do ARMA(p, g) modelu, ¢imz ziskame regresni rovnici ve tvaru

yt = ¢lyt—1 + ¢2 yt—Z +..+ ¢p ytfp + Hlet—l + Hzetfz +o.t gqet—q + & (286)

Uplatnénim metody OLS na regresni rovnici (2.86) ziskame odhady parametrt
{¢3},} a {63}, ¢imje ARMA(p, q) aproximovany na data ¢asové fady { Y, }.

Koneény odhad parametrt jak pro AR, tak pro MA a ARMA modely se
provadi metodou maximalni vérohodnosti (Maximum Likelihood — ML).

Diagnosticka kontrola

V modelovacim pfistupu, ve kterém se vyhledava mechanismus, kterym jsou
nejlépe reprodukovana pozorovana data, tj. v modelech typu ARMA, kromé
uvedené zakladni miry tésnosti zavislosti, pfistupuji dalsi kritéria, zalozené na
analyze a testovani rezidui. Rezidua by méla byt Casov€ stabilni, nahodné
proménné s piiblizné normalnim rozdélenim s nulovou stfedni hodnotou a
konstantnim rozptylem. Znamena to, Ze dfive nez se kvantifikovany model pouZije
na konstrukci progndz, je nezbytné provést testy, které s kone¢nou platnosti

potvrdi jeho adekvétnost. Ozna¢ime rezidua {e}, miZeme je urlit z
kvantifikovaného ARMA modelu jako

e =Yy,-9=0"(B)p(B)y,prot=12, .., N, (2.87)

kde O(B) a 4(B) jsou odpovidajici polynomy z odhadnutych parametrii {4} a
G2
Oznaéme vybérovou ACF rezidui (2.87) jako {r, (k)}, kde r, (k) je

N-k

Z etet+k

r(k)=2—, k=0,1, .., K. (2.88)

N
2
t=1

Pokud ARMA model byl spravné identifikovan, pak {r (k)} nemohou
vykazovat zadnou skrytou strukturu v zavislostech rezidui, tj. hodnoty {r (k)}

musi byt statisticky nulové, a pak model miizeme pouzit na konstrukci predpoveédi.
V opacném piipadé se cely vyvoj pocinaje identifikaci modelu musi pfehodnotit.

Konstrukce predpovédi

V pribéhu viech piedchozich modelovacich etap jsme pouzili ¢asovou historii
jejich hodnot. Identifikovany, kvantifikovany a piedev§im ovéfeny model
miiZzeme pii urcitych pravidlech uspésné pouzit na konstrukci predpovédi.

Jak jsme uvedli v prvni kapitole, pti konstrukci pfedpovédi lze vychazet z
riznych pfedpokladd. Jiné predpoklady, podminky a metody budou davat jiné
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hodnoty pfedpovédi. Nasim cilem bude aplikovat ARMA modely na odhady
budoucich hodnot ¢asové fady, které budou mit minimalni primérnou ¢tvercovou
chybu. Pro konstrukci pfedpovédi jsou k dispozici procedury, které jsou obsazeny
téméf ve vSech statistickych programovych balicich. S jednotlivymi zpiisoby a
detailnimi postupy vypoéti predpovédi na konkrétnich aplikaénich ptikladech je
mozné se seznamit V praci (Maréek a Maréek, 2001).

24.2 Modely prenosovych funkei

Jak jsme uvedli, pfi modelech pfenosové funkce se predpoklada, ze ¢asova fada
hodnot vystupni veli¢iny y: je v relaci s jednou nebo vice hodnotami ¢asovych fad
jinych (vstupnich) veli¢in Xjt. Jednoduchy relaéni model mezi dvéma ¢asovymi
fadami mize mit formu

Y, =W X +WX, + o WX U, (2.89)
a Vv pripad¢, Ze existuje m vstupti

Yo = WoXp, WXy s FWEX VX VXK e EVIX e (2 90)

pOXm‘t + plxm‘tfl + o F pIX +ut’

m,t-h

v kterych w’ = (W, W,,...W,) , v’ = (V,,V,,....V,), p> = (P,, P,s---sP,) jSOU vektory
vah nebo neznamych parametr modelu, u, je nahodna slozka s normalnim a
nezavislym rozdélenim, nulovou stfedni hodnotou a konstantnim rozptylem ve
vSech pozorovanich. Rovnice (2.89) a (2.90) se nazyvaji modely pfenosovych

funkci. Pokud rovnici (2.89) napiSeme pomoci obvyklého zpétného-posunového
operatora B, dostaneme tvar

Yo = WX FWX, + e F WX = (W, +WB+W,BR L)X =w(B)Xx. (2.91)

Metodologie a zakladni principy modelovani a prognézovani ¢asovych tad
pomoci pfenosovych funkci jsou popsany v Montgomery a kol. (1990), Granger a
Newbold (1986), Helmer a Johansen (1977). V dalsi ¢asti uvedeme néekteré
zpusoby zapisi linearnich modelli prenosovych funkei.

Rovnice (2.91) se nazyva linearni filtr. Polynom w(B) se nazyva pfenosova

funkce tohoto filtru. V rovnici (2.91) aktualni hodnota vystupni veli¢iny je zavisla

od aktualni hodnoty vstupni veli¢iny a nekone¢ného poétu piedchozich hodnot

vstupni veli¢iny. P¥enosova funkce, resp. jeji charakteristiky jsou determinovany

vahami W,, W, W,,... pfenosové funkce. Nazyvaji se impulsni odezvy systému.

Po upravé z rovic (2.91) Ize ziskat model prenosové funkce v zapisu ve tvaru
_w,-~oB-wB*- ... —0B’

= - 1 B B .
V= sese . e - 0 (BleB)X. @)
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Identifikace modeli pi‘enosovych funkci

Hodnoty vystupni stacionarni cCasové fady jsou ndhodné proménné, coz je
vyjadieno ndhodnou slozkou U, v modelu (2.92)

Y, =6,"(B)w,(B)x, +u, (2.93)

kde y a X jsou stacionarni ¢asové rady vystupu, resp. vstupu s nulovymi
stfednimi hodnotami. Pro ¢asovou fadu nahodné slozky u, modelu (2.93) budeme
pozadovat, aby jeho hodnoty byly generované ARMA(p, () procesem, tj.

¢,(B)u, =6,(B)e, (2.94)

kde &, je ndhodna slozka tohoto procesu s normalnim rozdélenim, s nulovou
stfedni hodnotou a konstantnim rozptylem ve vSech pozorovanich (bily $um).
Pokud dosadime do rovnice (2.93) u,, které ur¢ime z modelu (2.94), ziskame
vyraz pro hodnoty vystupniho casové fady

Y, =6,"(B)o,(B)x., +9, (B)6,(B)s. (2.95)

Pod identifikaci modelt pfenosovych funkci rozumime specifikaci pfenosové
funkce, presngji urent jeji parametrickych hodnot b, r, s funkei 8. (B)w,(B),,

vvvvvv

odkazujeme na lit. Mongomery a kol. (1990), resp. Mar¢ek a Maréek (2001).

Odhad parametru, diagnosticka kontrola

Je vidét, Ze modely pfenosovych funkei jsou modely s velkym poétem parametrii
a s velkym rozsahem vybéru. Model pienosové funkce modelu (2.93) a model jeho
nahodné slozky (2.94) je nelinearni z hlediska svich parametrd. Budeme
predpokladat, Ze kvantifikaci modelu ziskame odhady téchto parametrti. Vychazi

se z pfedpokladu, ze ndhodna slozka &, schématu (2.94) ma normalni rozdéleni s
nulovou stiedni hodnotou a konstantnim rozptylem (g, ~ N(0,0%)). Odhad

parametri. modelu (2.95) miZeme ziskat metodou maximalni (Gaussovy)
vérohodnosti (Brockwel a Davis, 1987). Pti pouzivani metody maximalni
vérohodnosti je duleZita volba pocate¢nich hodnot parametrii. Je znama skute¢nost
0 ¢asové naro¢nosti odhadu parametrii touto metodou pii vétsim poctu parametrii
a velkych vybérech.

Pro odhad parametrii je vyhodn&jsi pouzit metodu podminéné maximalni
vérohodnosti, kterou se minimalizuje podminéna ¢astka ¢tverct funkce

N
(5 0 6,0)=) " (5,060 bxoyo &). (2.96)
t=1
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Konstrukce predpovédi
Vychozi model pro konstrukci predpovédi casové fady {Y, } pomoci modelu

pienosovych funkci je model dany vyrazem (2.93), ktery je mozno vyjadfit i ve
tvaru

Y, = ,;)l//jg"i +1§0Wjatfj

kde X, je dané vyrazem X =6, (B)g'(B)e, a w(B) = (Dpfl(B)eq(B)-

Piedpovéd’ zaloZena na nekoneéné fadé pozorovani konstruovanou z pocatku
ptedpovédi N pro horizont T mozno uréit jako oéekavanou hodnotu (Brockwel a
Davis, 1987), t].

Yy (T) = Zl/ljgNﬂ—j +ijaN+r—j'
j=r j=r

2.5 Support Vector (SV) regresni model

SV regresni model patfi do kategorie metod statistického, resp. strojového
kontrolovaného (supervizovaného) uceni s nazvem SVM (Support Vector
Machine learning). V porovnani s klasickymi regresnimi modely poskytuje
ptijatelngjsi teSeni (ve smyslu piesnosti aproximaénich funkci a lepsich
zevSeobectujicich vlastnosti), a to zvlasté pro malé trénovaci mnoZiny. SVM je
téz metoda jak na uceni (trénovani) neuronovych siti, modelt zaloZenych na teorii
fuzzy mnozZin i na specifikaci a kvantifikaci klasickych polynomidlnich
(regresnich) modeli. SVM na rozdil od vicevrstvé sité perceptronového typu
poskytuje globalni a jedine¢né feSeni prostfednictvim algoritmu konvexniho
kvadratického programovani. Metoda byla uvedena v praci Vapnika (1995). V této
kapitole se budeme vénovat SV regresnimu modelu, tj. modelu pro vyhledani a
aproximace vstupnich-vystupnich funkci systémtl.

25.1  Model SV regrese

Jak jsme se zminili v tvodu této kapitoly, SVM metoda mutize byt aplikovana i pro
linearni a nelinearni regresi s postupy, zasadami a podminkami metody SVM pro
klasifikaci dat. Mezi podminky patii existence trénovaci mnoziny dat a vystupnich

vzori D={[Xx,y]eR" xR, i=12,..,npc(XxY)", kde x jsou p-
dimenzionalni vstupni vektory, Y €R jsou odezvy systému (vystupy) se
spojitymi hodnotami a vyhledani linearni/nelinearni regresni funkce ve tvaru

f (. W,b) = éwix+b pro linedrni regresi, 2.97)

K(x;,X,)W+b  pro nelinearni regresi,

kde K(X,,X J.) jsou piislusné jadrové funkce. Mezi nejéastéjsi kandidatni funkce
pro patii:
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Obrazek 2-9 Vlevo SVM nelinearni regrese (viz text pro detaily), vpravo ztratova
funkce zavedena Vapnikem

K(X;,X;)= XJ X j linearni pro linearni SVM,
K(x,,x j) = [(XiTX s ] polynomialni stupné d pro polynomické SVM,
K (X, X,) = exp [ —xj||2 /126%] Gaussova pro RBF SVM,

T " . ,
K(x;,X,) = tanh[(x;X, +b)] sit perceptronového typu sjednou skrytou
vrstvou.

Symboly w,, b jsou oznacené parametry, které jsou predmétem uceni pomoci

linearniho ucictho stroje. Chyba regrese nebo reziduum, které ozna¢ime
symbolem e je dana rozdilem mezi naméfenou nebo pozorovanou hodnotou y; a

vystupem, tj. odhadovanou hodnotou z regresni funkce (viz. obrazek 2—9). V levé

¢asti obrazku 2—9 jsou odhadnuté hodnoty zakresleny plnou ¢arou. Na ohodnoceni
kvality regresni funkce bylo zavedeno nad a pod teoretickou regresni ptimku
pasmo o Sifce oznaenou symbolem &.

Jde o pasma malych chyb (g-rezidua). Tato pasma jsou nakresleny na obrazku
2-9 pterusovanou ¢arou. Chyby spadajici do pasma malych chyb se zanedbavaji,
v disledku ¢ehoz dochazi k ztraté presnosti aproximace, zatimco velké hodnoty
reziduali se snaZzi metoda odstranit. Na ohodnoceni miry ztraty piesnosti
aproximace se vyuziva tzv. ztratova funkce zavedena Vapnikem (1995), ktera je
definovana

i -
ly— foow) = 0 jestli |y — f (x,w)|_<e, (2.99)

ly—f(x,w) —¢& jinak,

kde Y- f(x.w)
vidét na obrazku 2-9 vpravo.

¢ je reziduum vzhledem na okraje pasma, které graficky tvar je
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56 Kapitola 2

2.5.2 Odhad parametra

Pti formulovani SVM algoritmu pro odhad parametri se vychazi ze sou¢asného
minimalizovani funkce rizika (2.99)

1 n
Remp:H DIy = fxw).. (2.99)
i=1
2
a normy ||W|| , kde
. 1,
[w| :EW w (2.100)
vzhledem k omezeni
y,—-w'x -b<e,
- (2.101)
w'x +b-y <g,
tj. minimalizovani funkce se zapisem
. . 1 : .
min_ R(w,&,&) = EwTw+cZ(§i +&), (2.102)
whisig i=L
vzhledem k omezeni
y,-W'x-b<e+& i=12, ..,n,
W'x+b-y <e+& =12, .,n, (2.103)
£E >0 i=12, .0,

kde & a & jsou volné veliciny zakreslené na obrazku 2-9 vlevo. Volitelnou
hodnotou konstanty C se penalizuji chyby ¢ a &', ZvySovanim hodnoty C se

penalizuji vétsi chyby & a &', coz vede ke snizeni chyby aproximace. Avsak toho
je mozné dosahnout jen pifi zvySovani normy vahového vektoru "W" Zaroven

zvySovanim normy ”W” neni vSeobecné zarucena dobrd optimalizace a pfesnost

modelu (Kecman, 2001). Druhou moZznosti ovliviiovani piesnosti modelu je volba
Sitky pasma volitelnym parametrem .

Pii feSeni ulohy (2.102) somezenimi (2.103) se vychazi z konstrukce
Lagrangeovy funkce v primarnich proménnych L, ve tvaru

L, (Wb.&& a0 B.5)
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=%WTW+CZ”1:(§i +§i*)—izn1:ai (6+& -y, +W'x +b) (2.104)

n

—ia;(ﬁgﬁ* +y, —WX, —b)—Z(ﬂigﬁ +BE)

i=1

z Lagrangeovyé funkce (Fletcher, 1987)

s hodnotami ¢, >0, & ,& >0, i=1,2, .., n. Reeni je dané sedlovymi body

max_min_ L, (W,b.&.&,0,.a,5,/5) (2.105)

*

:
a.aififi Wb &

vzhledem k podmince

oL n oL n
P 0o w= (o —a)X.,—~=0 > a —a;)=0,i=1...,n, 2.106
W Z;,( P X o .21:( P —ap) ( )
o, oL, _ oL, ) .

=0,~"=0 —0<a <C, i=1..,n,—2=0-"=0 - 0<a, <C,
0¢; op, 0¢; op;

max —%Zn:(ai ~a; )(a, —a; )X, —giz;:(ai +a:)+izzl: Y, (o, —a) (2.107)

a, =)

pro omezeni (2.106).

Po vypogitani ¢, ,;, ajejich dosazenim do prvni rovnice s omezenim (2.107),
se ziska vektor parametrii w jako

W= Zn:(ai _ai*)xi (2.108)
i1

a optimalni bias b jako

by~ - Klsn ) w0 (00
(2.109)

n

b=y, -> (& - )K(x.x,)+e pro a, €(0,C).

25.3 Konstrukce piredpovédi

Vychodiskovym modelem pro konstrukci pfedpovédi ¢asové fady { Y, } pomoci
modelu SV regrese je tvar modelu (2.110), tj.
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f (x,w,b)=K(x,x;)w+b nebo
A nir (2.110)
f(xa.b)=>(a —a )K(x,X,)+b.
i=1
kde 7 je horizont prognézovani, «,,c; jsou znamé konstanty, b je znamy bias
f (x)jsou bodové odhady predpovédi Casové fady y,, K (x;,x J.) jsou pfipustné
kernel funkce.
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