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Predhovor

V ekonomickom modelovani snad’ najviac je vyuzivana tedria pravdepodobnosti.
Spomenieme napr. klasické modely zalozené na regresnej, faktorovej, kanonic-
kej a komponentnej analyze, modely logistickej regresie a novsie modely ako su
napr. modely zalozené na Kalmanovej filtracii, Box-Jenkinsovej metodologii,
teodrie kointegracnej analyzy a modely autoregresné s podmienenou heteroskeda-
sicitou. V poslednom obdobi zaznamenali ndhly rozmach v ekonomickom
modelovani soft vypoctové metddy (anglicky ndzov soft computing — SC).
Slovné spojenie soft computing je v domacej odbornej terminologii zauzivané.
SC je velmi blizky znamemu informatickému odboru umelej inteligencii vo
zmysle inteligentného rieSenia problémov strojom pomocou ucenia sa z dat. D4
sa povedat’ Ze SC je uz etablovany ako vedna disciplina, ktora sa stala neoddeli-
telnym komplementom aj spomenutej tedriec pravdepodobnosti a mnohych
pripadoch ju tspesne dopliia a nahradzuje. Kniha sa zaobera technikami §tatis-
tického a strojového ucenia predikénych modelov s aplikaciami v ekonomike.
Uvadzaju sa najnovsie poznatky v danej oblasti s realnymi aplikdciami. Cielom
publikacie je priblizit' a zoznamit’ Studentov a odborna verejnost’ s tymito novy-
mi inova¢nymi smermi a roz§irovat’ tieto metody do praxe

Publikacia je rozdelend na dve Casti. Prva cast’ — kapitoly 1 az 5 — sa venuje
nevyhnutnému teoretickému zakladu pravdepodobnostnych vypoctovych metdd
rozvijanych v tedrii Statistiky a ekonometrie, ako st zéklady tvorby a diagnosti-
kovania modelov zaloZenych na regresnej analyze s doplnenim o problematiku
modelovania zalozenej na Kalmanovej filtracii, Box-Jenkinsovej metodoldgii
a modelovania autoregresnych procesov s podmienenou heteroskedasicitou pre
analyzu vztahov medzi ekonomickymi veli¢inami. Predpoklada sa, ze Citatelia
maju zékladné znalosti z tedrie pravdepodobnosti a opisne;j Statistiky. Text knihy
bol pisany tak, aby pokial’ mozno obsahoval len nevyhnutné teoretické definicie
a ich dokazy. Poskytuju sa vsak odkazy, kde k nim je mozné najst’ viacej tech-
nickych a teoretickych detailov.

Druha cast’ — kapitoly 6 az 11 sa zaoberd moznostami konstrukcie modelov
ekonomickych procesov metédami SC a umelej inteligencie. Ststred’'uje sa na
modelovanie a predikciu ekonomickych procesov prostriedkami umelych neurd-
novych sieti a ich u€eniu, a Specidlne strojovému uceniu metédou podpornych
vektorov (Support Vector Machine — SVM). V tejto Casti sa porovnavaju ich
vysledky na realnych aplikaciach s vysledkami ziskanymi metédami klasickych
pravdepodobnostnych vypoctov a ekonometrickych modelov z prvej ¢asti knihy.



VI Predhovor

Text je spravidla tvoreny tak, ze urcita ucelena problematika obsahuje riesené
priklady, na ktorom sa ilustruje teéria. spravnosti pochopenia danej problemati-
ky.

Kapitola prva obsahuje tivodny pohl'ad na analyzu a modelovanie ekonomic-
kych ¢asovych radov zalozenom na regresnej analyze. Zaobera sa overovanim
spravnosti modelu a vyhodnocovanim aproximacnej a predikénej schopnosti
modelov.

Kapitola druhd je venovana Box-Jenkinsovej metodologii analyzy dat — trie-
de ARIMA modelov. Prezentuje metody transformacie dat na stacionarne ¢asové
rady, teoreticky zaklad ARMA procesov a vyvojové stupne ARMA modelovania
ekonomickych velicin a procesov zat'azenych sezonnost'ou.

Kapitola tretia sa zaobera triedou ARCH modelov ako alternativy k mode-
lom, v ktorych rozptyl je premenlivy v ¢ase. Su v nej uvedené teoretické zaklady
modelov jednak klasickych a taktiez novsich modelov, ktoré boli uvedené pre
modelovanie procesov na finan¢nych trhoch s vysokofrekvenénymi datami.
Vycerpavajucim spdsobom sa poskytuje postup vyvoja tychto modelov poc¢nuc
metodami kvantifikdcie a testovania spravnosti Specifikacie az do ich prognos-
tickych aplikacii.

Kapitola $tvrtd je venovana zakladom kointegracnej analyzy ekonomickych
procesov, dynamickému modelovaniu v ekonomike a modelom opravy chybou.
Analyzuje sa koncept rovnovahy, integrovanych premennych, koncept kointeg-
racie a ich vyznam pri konstrukcii modelov.

Kapitola piata sa zabera modelovanim §trukturalnych stavovych veli¢in Kal-
manovou filtraciou s inicializaciou pociatocnych hodnot pre Kalmanove rekur-
zie, postupom vyvoja modelov Strukturdlnych stavovych veliin s aplikaénymi
prikladmi.

V druhej casti knihy kapitola Siesta je uvodnym pohl'adom na SC koncept
a podstatu SC vypoctov prostriedkami umelych neurénovych sieti a strojového
ucenia.

V kapitole siedmej sa opisuje tedria spracovania signalov na baze perceptro-
na a viacvrstvovej neuroénovej siete s doprednym Sirenim signalov vratane
uciacich algoritmov pre modelovanie ekonomickych procesov.

Kapitola d6sma sa zaobera konstrukciou a tedriou rekurentnych sieti a ich
uciacimi algoritmami a ich vyuzitie v praxi.

Deviata kapitola je venovana RBF (Radial Basic Function) sietam. V nej sa
analyzujt Specifika u¢enia RBF sieti. Poskytuju sa realne aplikacie s porovnanim
modelovania pomocou RBF sieti oproti modelom zaloZenym na najnovsich
Statistickych (ekonometrickych) metodach.

Desiata kapitola sa zaobera neurénovymi sietami s nesupervizovanym uceni
a typickymi tlohami pre ich aplikacie.



Predhovor VII

Jedenasta kapitola sa podrobne zaobera teoriou strojového ucenia. Na jej me-
todach sa vyvijaji prognostické modely a zhodnocuju sa jej prednosti a obme-
dzenia.

Kniha bola napisana za podpory Statistického, matematického a ekonometric-
kého softvéru, pomocou ktoré¢ho boli tlacené aj niektoré obrazky a za podpory
doktorandov a diplomantov autora.

Dusan Marcek, Ostrava, jun 2013
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Kapitola 1

Modelovanie zavislosti s pouzitim
regresnej analyzy

V konkrétnom hospodarskom procese je sledovana viac alebo menej zlozita
sustava ukazovatelov. Medzi jednotlivymi ukazovatelmi existuji vzajomné
zname alebo menej preskiimané vztahy, ktoré maju svoj vecny ekonomicky
alebo technicko-ekonomicky obsah. Ak existujii vztahy medzi ekonomickymi
veli¢inami, prejavia sa v ¢asovych radoch ukazovatel'ov, ktoré ich vyjadruji. Ak
existuje hypotéza alebo teodria o tychto vzt'ahoch, mézeme tieto vztahy opisat
pomocou modelu, ktory zjednodusene zobrazuje skutocnu realitu skiimaného
hospodarskeho procesu. Zmyslom tohto a dalSich casti je uviest zakladné
techniky, postupy a metddy, ktoré sa pouzivaju pri modelovani vztahov medzi
ekonomickymi veli¢inami zobrazenymi regresnymi modelmi s ndslednou kvanti-
fikdciou a verifikaciou modelov. Ide tu prakticky o ukdzanie matematickej
formulacie modelu, jeho konfrontovanie s realitou, resp. ekonomickou teériou.

1.1 Regresny model s jednou vysvetPujlicou premennou a viac-
nasobny linearny regresny model

Najjednoduchs$im regresnym modelom je model s jednou nezavislou veli¢inou,

pomocou ktorého sa urcuje vztah medzi zavislou veli¢inou ), a nejakou neza-

vislou veli¢inou x,. Ak budeme predpokladat, ze hodnoty zavislej a nezavislej

veli¢iny s ¢asovymi radmi, t. j. ¢asovo usporiadana postupnost’ pozorovani
(realizécii) veli¢in a ze zavislost medzi hodnotami tychto dvoch veli¢in je
linearna, vztah medzi pozorovanymi hodnotami ¢asovych radov {y,} a {x}
mozeme vyjadrit modelom

y,=b+bx +u, pret=12,.,N, (1.1)
kde u, je ndhodny ¢len modelu, o ktorom predpokladdme, Ze ma normélne
rozdelenie s nulovou strednou hodnotou a konStantnym rozptylom. Symbolmi
b, a b su oznaCené nezndme parametre modelu. Model (1.1) je jednoduchy

linearny regresny model casovych radov {y } a {x,}.
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Jednoduchy linearny regresny model (1.1) pre jednu nezavisla veli¢inu sa da
jednoducho rozsirit’ pre viac nezavislych veli¢in (viacnasobny regresny model)
v tvare

v, =b+bx,+bx,+ ... +bx, +u,. (1.2)
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Pomocou tohto modelu explicitne sa vyjadruje linearny vztah jednej endo-
génnej (vysvetlovanej) veliCiny s viacerymi vysvetlujicimi veli¢inami
a s jednou nahodnou zlozkou modelu, kde b, je neznamy absolutny ¢len regre-

sie, b pre i = 1,2, ..., k st nezndme skuto¢né parametre modelu, X, pre i = 1,2,
..., k st pozorované hodnoty vysvetl'ujlicich (nezévislych) veli¢in, u, je ndhodna
zlozka modelu.

V modeli (1.2) st zmeny zavislej veli¢iny vysvetlované jednak zmenami vy-
svetl'ujucich veli¢in a taktiez zmenami ndhodnej zlozky. Model obsahuje & + 1

parametrov b, b, ..., b,.

Rozdiel medzi poctom pozorovani N a po¢tom parametrov modelu sa nazyva
pocet stupiiov vol'nosti modelu, pri¢om musi platit N > k + 1. Prikladom linear-
neho modelu moéze byt zavislost maloobchodného obratu potrieb urcitych
vyrobkov (Yt ) od disponibilnych penaznych prijmov obyvatelstva (Xt ) a cien
tychto vyrobkov (P[) v tvare

Y =b,+b X, +bF +u, (1.3)

Ide o model viacnasobnej regresie, pomocou ktorého zmeny zavislej veli¢iny

Y st vysvetlované pomocou dvoch nezavislych veli¢in — X,, P. Vo vSeobec-

nom zapise jednorovnicového modelu (1.2) st vysvetlujuce veli¢iny oznacené

symbolmi X, , x,,,

...y X,. V zapisoch konkrétnych modelov st tieto oznacenia
premennych zamenené za konkrétne oznacenia veli¢in tak, ako je zauzivané ich
oznacenie v ekonomickej teorii a praxi. Analogicky to plati i pre zavisla veli¢inu

¥ V naSom priklade je oznacenie y, zamenené za Y, x, za X,, X, za P.

t
Hodnoty vysvetlujicich a zavislej veli¢iny pre t = 1, 2 ,..., N mdzeme ziskat’
napr. pozorovanim v minulych obdobiach a st zname. Vysvetlujuce veliCiny
modelu (1.2) nemusia byt vSetky z toho istého obdobia. Mdzu byt Easovo

posunuté (oneskorené alebo predbiehajlice). Je moZné, Ze lepsie neZ prijem X,

vmodeli (1.3) vysvetli maloobchodny obrat Y prijem z predchadzajuceho
obdobia X .

Vplyvy nepodstatnych faktorov, ktoré neboli explicitne zahrnuté do modelu
vo forme d’al§ich premennych alebo vplyvy nespravnej (nepresnej) Specifikacie
modelu st zohl'adnené prostrednictvom nahodnej zlozky modelu u,. Hodnoty
nahodnej zlozky modelu nie je mozné ziskat’ pozorovanim ako hodnoty ostat-
nych veli¢in modelu.
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Zapis modelu (1.2) mozno vyjadrit’ aj v tvare
k
b2 :Zb,x“,+u/, (1.4)
i=0

priCom v tomto zapise X, ma v kazdom ¢asovom okamihu ¢ = 1,2,..., n hodnotu
1,t].
x,=1. (1.5)

Zapisy modelov (1.2) a (1.3) je mozné, s prihliadnutim na (1.5), jednoduchsie
vyjadrit’ v maticovom zapise ako

y=Xb+u (1.6)
alebo s rozpisanim prvkov matic a vektorov v (1.6), t. j. ako
y = X . b + u
yl 1 X]] 12 Xlk bO u]
YZ — ] XZ] XZZ o X2k bl + u2 s (17)
Yn 1 an Xn2 Xnk bk un

kde y je stipcovy vektor pozorovanych hodnét vysvetlovanej veli¢iny rozmeru
N, X je matica pozorovanych hodndt vSetkych vysvetlujiacich veli¢in rozmeru
N - (k+1). Prvy stipec matice obsahuje samé jednotky, s ohladom na (1.5), b je
stlpcovy vektor skutocnych parametrov modelu rozmeru & + 1, u je stlpcovy
vektor hodn6t ndhodnej zlozky rozmeru M.

Zo vztahu (1.6) je vidiet, Ze parameter b, je pokladany za koeficient pre
premennu x_, 0 ktorej sa predpoklada ze ma vo vsetkych pozorovaniach hodnoty

rovné 1.

Parametre modelu b,, b, ..., b, v rovnici (1.2) st nezndmymi parametrami.
Ich hodnoty sa odhaduju Statisticky na zaklade niektorej odhadovej metody
z vyberu dat premennych veli¢in.

Pokial’ ide o ekonomicku interpretaciu parametrov b, mozno povedat, ze az
na uroviiovi konstantu, je ich mozné priamo interpretovat’ ako koeficienty
absolutnej elasticity. Ak sa napr. v modeli (1.3) nezmeni Groven cien vyrobkov

(P), vykazuje zvySenie prijmov obyvatelstva napr. o 1 mld. Sk tendenciu
zvysit’ maloobchodny obrat danych vyrobkov ( y,) 0 b. Ak sana druhej strane
pri nezmenenych prijmoch (X ,) zvy$i cenova hladina o 1 jednotku, znizi sa

maloobchodny obrat o b, jednotiek. Znamienko pri parametri b, bude zaporné.

Pravdepodobnostné modelovanie a soft computing v ekonomike
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1.2 Odhad parametrov regresného modelu

Odhad parametrov regresného modelu na zaklade empirickych pozorovani spada
do problematiky Statistiky a ekonometrie. NajcastejSie pouzivanym odhadovym
kritériom je minimum stctu Stvorcov odchylok, uréenych ako rozdiel medzi
pozorovanymi hodnotami vysvetl'ovanej veliCiny a jej vypocitanymi hodnotami.

Oznaéme vektor vypocitanych hodndt parametrov rovnice (1.6) ako f), dalej
vektor vypocitanych (teoretickych) hodndt vysvetlovanej premennej ako §.
Potom mdzeme teoretické hodnoty vysvetlovanej premennej urcit’ ako

y=Xb (1.8)
a pozorované hodnoty vysvetl'ovanej premennej ako
y=Xb+e, (1.9)
kde e je vektor hodnoét rezidualnych odchylok, vypocitanych z tohto vztahu ako
e=y-Xb=y-J. (1.10)

Odhad parametrov modelu (1.2) metddou najmensich Stvorcov (v literature je
tato metdda oznacovana anglickymi inicialami OLS — Ordinary Least Squares)
vychadza z nasledovnych predpokladov o nahodnej zlozke:

1. Néhodna zlozka modelu ma normalne rozdelenie a ma v kazdom pozorovani
nulovu strednt hodnotu, takze plati
E(u) =0 alebo (1.11)
E(up)=0pret=1,2,.., N,
kde 0 je stipcovy vektor dimenzie N so vietkymi nulovymi prvkami. Ked'ze
predpokladame, Ze nahodna zlozka ma v kazdom pozorovani nulovu strednt
hodnotu, potom aj ocakavané hodnoty vysvetlovanej premennej, v stlade

s vyrazmi (1.6) a (1.8), su § = Xb.
2. Rozptyl nahodnej zlozky modelu je konsStantny, je rovnaky v kazdom pozo-
rovani, t. j.

t

E(u})=0c’,pret=1,2,.., N, (1.12)
lebo rozptyl nahodnej veli€iny sa rovna priemeru jej Stvorca zmensen¢ho
o §tvorec priemeru, t. j. E(u}) = Eu)~[E(, )]2. Predpoklad (1.12) je

znamy ako predpoklad homoskedasticity. Ak predpoklad neplati hovorime,
ze nahodna zlozka je heteroskedasticka alebo aj model je heteroskedasticky.
Rozptyl nahodnej zlozky, ktory je konstantny v kazdom pozorovani nepo-
zname, a preto musi sa taktiez odhadnut’. Niekedy sa hovori v tejto suvislosti,
ze linedrny regresny model (1.2) ma k+1 neznamych parametrov a neznamy
rozptyl ndhodnej zlozky. TakZe model ma potom celkom k+2 neznamych pa-
rametrov.

3. Nahodné zlozky su Statisticky vzajomne nezavisle. Hodnoty nahodnej zlozky
z nerovnakych obdobi sl ortogonalne (nie st vzajomne korelované), t. j. ma-
ju nulové kovariancie, ¢o mézeme zapisat’
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E(uu;) =0, prej#i. (1.13)

Ak by predpoklad (1.13) neplatil, hodnoty nahodnej zlozky v jednotlivych
pozorovaniach boli by vzdjomne korelované (autokorelované), teda vykazovali
by urcitu pravidelnost’ a teda aj urcité systematické spravanie. Vtedy hovorime
o sériovej korelacii alebo autokorelacii. Predpoklad konstantnosti rozptylu
a predpoklad o nekorelovanosti hodnét nahodnej zlozky sa vyjadrit’ variacno-

kovarianénou maticou 2. v tvare

o 0 0
0 o .. 0

T= 7 . (1.14)
0 0 o’

Varia¢no-kovarianéna matica nahodnej zlozky modelu X spiiia predpoklad
(1.12) o konstantnosti rozptylov vo vSetkych jej pozorovaniach rovnych o’
a predpoklad (1.13) o vzajomnej nekorelovanosti hodnét ndhodnej zlozky mode-
lu, lebo ma vsetky nediagonalne prvky nulové.

Ak su splnené uvedené predpoklady (1.11) az (1.13) je mozné, na zaklade
vyberu hodnét pozorovani vysvetlovanej a vsetkych vysvetlujicich veliCin

odhadntit metédou najmensich §tvorcov parametre b,, b, ..., b, linearneho

k
regresného modelu (1.2).

Odhadovy vyraz OLS metody minimalizuje sticet Stvorcov hodnoét rezidual-
nych odchylok
=1

U(Bysbys s by )= € = (y—XB)Z= ief =y {yl —(50+zk“19[x“ﬂ2.(1.15)

Parcialnymi derivaciami vyrazu (1.15) podla parametrov, t. j. &V /0 bAl. ,i=
0, 1, ..., k sa ziska £ + 1 normalnych rovnic, z ktorych mozno ur¢it’ hodnoty

parametrov 150, b, . I;k. Odhadovy vyraz OLS metody pre parametre regres-

1°

nej rovnice (1.2) je (Garaj a Sujan, 1980)
b =(XX) " XlYy. (1.16)

Vektor b je stipcovy vektor, ktorého prvky st hPadané odhady parametrov
l;o, l;,, ces I;A. Prvky matice X a vektor y st urcené vyrazom (1.7). Matica X' je
transponovana matica X.

Bodové odhady parametrov b regresného modelu (1.2) podla vyrazu (1.16)
st nahodnymi veli¢inami, lebo y je ndhodnou veli¢inou. Pokial’ ide o jeho

Statistické vlastnosti (nevychylenost, vydatnost), da sa dokazat' (Garaj a Sujan,
1980), ze estimator (1.16) je nevychylenym estimatorom, t. j.

Pravdepodobnostné modelovanie a soft computing v ekonomike
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E(B) =b, resp.E(lSj) = b, prej=0,1, ... k (1.17)

Ak st splnené predpoklady (1.11) az (1.13) o nahodnej zlozke regresné¢ho
modelu, odhadova funkcia parametrov b ziskand OLS metddou je vydatna
s rozptylmi parametrov

o, = o* (XX), prej=0,1,...k (1.18)
kde index jj pri matici (X'X)™ vyjadruje prislusny prvok tejto matice.

Odhadova funkcia (1.18) pre rozptyl parametrov modelu ma najmensi vybe-
rovy rozptyl zo vsetkych linearnych nevychylenych estimatorov vektora b.
Odhad vektora parametrov b (odhadov najmensich stvorcov koeficientov regres-
nej rovnice) modelu (1.6) je najlep$im linearnym nevychylenym odhadom
(NLNO). Smerodajné odchylky vektora parametrov su interpretované ako chyby
odhadu parametrov. Vypocitaju sa ako

o, =0 (XX)' prej=0,1,...k (1.19)

Vo vyraze (1.18) pre odhad rozptylu (7;_ vektora parametrov b resp. vyraz pre

odhad ich smerodajnych odchylok (1.19), vystupuje rozptyl nahodnej zlozky

modelu o, ktory je obvykle nezndmy. Rozptyl &> ndhodnej zlozky modelu
2

moézeme odhadnat. Oznaéme s odhad rozptylu nadhodnej zlozky o’. Potom

odhadovy vyraz pre rozptyl ndhodnej zlozky szmodelu je

N )
> 2e, ee

PTN—(h+) N—(k+1)

a odhadovy vyraz pre smerodajnti odchylku odhadov parametrov modelu je

s, = J(XX) prej=0,1,...k (1.21)

Odhad rozptylu nédhodnej zlozky podla (1.20) je nevychylenym odhadom.
Odhad smerodajnej odchylky (odhad vyberovej chyby) nahodnej zlozky s =

(1.20)

\/s? je charakteristikou presnosti modelu.

1.3 Testy a intervaly spolahlivosti

Dolezitymi informaciami pri posudzovani kvality odhadnutych parametrov
regresného modelu je test na Statisticku verifikaciu modelu ako celku a testy
vyznamnosti jednotlivych parametrov modelu.

Miera, na zéklade ktorej sa posudzuje presnost’ ¢i vhodnost” $pecifikovaného
modelu k datam je koeficient determindcie, oznacovany ako R’. Koeficient
determinacie je volne interpretovany ako miera vysvetlenia premenlivosti dat
vysvetlovanej premennej regresnym modelom. Je to miera celkovej variability
vysvetlovanej veli¢iny vzhladom na jej variabilitu vysvetlovani pomocou

2013 D. Marcek



Modelovanie zavislosti s pouzitim regresnej analyzy 7

modelu. Cim lepsie st regresnym modelom aproximované data vysvetlovanej
premennej, tym viac je R® blizSie k hodnote 1. Ak R® je napr. 0,7, mdZeme
povedat’, ze 70 % rozptylu y, je vysvetlené modelom.

Mierou variability veli¢iny y, je jej rozptyl. Ten je imerny sume Stvorcov
odchylok pozorovani premennej ), od jej aritmetického priemeru. Zdrojom
celkovej variability si pozorovania y,, t.j. data. Oznacime ju symbolom C.

Modelom vysvetlent variabilitu premennej ), ozna¢ime pismenom V. Zdrojom

vysvetlenej variability je regresny model. Vysvetlena variabilita a teda aj rozptyl
je umerny sume rozdielu §tvorcov modelom vypocitanych hodnét p, od aritme-

tického priemeru radu {y,}. Zdrojom nevysvetleného zvySku variability si
rezidud e,. Rozklad celkovej variability C a modelom vysvetlenej variability V
je prehladne uvedeny v tabulke 1-1.

Tabul’ka 1-1 Rozklad rozptylu pre testovanie vyznamnosti regresného modelu

Suma §tvorcov . - S Pocet stupniov
odchylok Definicia Oznacenie Zdroj variability volnosti
Celkova >, -y) C {v.} N-1
Vysvetlena >3, -y vV parametre modelu K
Nevysvetlena Y, -p) N {e} N—(k+1)
Hodnota koeficientu determinacie je uréena vztahom
V. C-N N
RZ e 1 —_——=
C C C
N ) N ) N
A —_ A 2
20.-7) X-5) 2 (1.22)
— =l =1-- =1- =1

N N N

2y Xy Xy)

t=1 t=1 t=1

Z tabul’ky 1-1 je vidiet’, Ze modelom vysvetlena variabilita je monotonne ne-

klesajuca funkcia poctu vysvetlujicich veli¢in, a teda aj funkcia po¢tu paramet-
rov. S rasticim poctom vysvetlujicich premennych, nebude sa hodnota koefi-
cienta determinacie znizovat. V snahe dosiahnut’ ¢o najvyssiu vysvetlujiicu
schopnost’ modelu, niekto by mohol do modelu zarad’ovat’ ekonomickou tedriou
alebo inou hypotézou nepodlozené vysvetlujuce veli¢iny. Z tohto dovodu sa
zaviedol korigovany koeficient determindacie, ¢im sa znevyhodniuje model za také
vysvetlujuce veliCiny, ktoré vyznacne alebo vdbec neprispievaju k vysvetleniu
variability endogénnej veliCiny. Takto korigovany koeficient determinacie je
oznacovany ako R:,. Jeho hodnotu ur¢ime tak, ze vo vyraze pre koeficient

determinacie

Pravdepodobnostné modelovanie a soft computing v ekonomike
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RZ:I—%: -(1-r)

podelime jednotlivé sucty Stvorcov N a C prislusnymi stupfiami volnosti, t. j.
N-1

szl—m(l—R ).

Hodnota korigovaného koeficienta determinacie spravidla so zvySujicim
poétom vysvetlovanych veli¢in spociatku rastie, prechadza cez maximum,

a potom klesa. Mnoho analytikov za najlepsi model povazuje model s maximal-
nou hodnotou korigovaného koeficienta determinéacie.

Test Statistickej vyznamnosti vztahu medzi premennymi. Vztahmi (1.22) sa
uréuje vypolet koeficienta determinacie. Statistickd vyznamnost’ vztahu medzi
premennymi sa testuje nulovou hypotézou, ktora predpoklada, ze vsetky jeho
parametre si rovné nule, t. j.

Ho: b=b,=..=b,=0
oproti alternative (1.23)
H,: asponi jeden b, #0 prej=1,2, ..., k.

Statistika, ktorou sa overuje platnost’ Hy je Fg, ktora je uréend vztahom

i(ﬁ—yfj/k
Fr vk = (" . (1.24)

- N/[N_(k+1)] (Zvefj/[N_(k+l)]

=1

Veli¢ina Fr ma F- rozdelenie so stupiiami vol'nosti £ a [N— (k + 1)]. Stupne
vol'nosti sl ur¢ené poctami nezavislych s¢itancov v prislusnych sumach stvorcov
odchylok v tabulke 1-1. Zamietnutie nulovej hypotézy H, (1.23) a prijatie
platnosti alternativnej hypotézy H,, t. j. Statistickej vyznamnosti vzt'ahu medzi
premennymi, hodnota veli¢iny Fr vypocitand vztahom (1.24) musi mat’ vicsiu
hodnotu, ako je jej teoretickd kriticka hodnota na hladine vyznamnosti o a pri
danych stupnoch vol'nosti, t. j. musi platit’

Fr > Ex,k,[/HkH)] ’

] je tabulovana teoreticka kritickd hodnota na hladine vyznamnosti

(1.25)
kde F

a,k,[N«(kJrI
a pri stupnoch volnosti ka [N — (k+ 1)].

Aj ked bola potvrdena $tatistickej vyznamnost' vztahu medzi premennymi
modelu, neznamena to este, ze model je vhodny pre pouzitiec na konstrukciu
prognéz. Predikénu schopnost’ modelu lepsie vystihuje variaény koeficient (VK),
ktory sa vypocita ako pomer modelom nevysvetlenej variability vysvetlovanej
premennej k hodnote jej aritmetického priemeru, t. j
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-
1/ﬁZ(y, -5)
vK=4_T ____ jq0.

y

Podl'a Montgomery a kol. (1990) ak hodnota V'K je menSia ako 20, ide o vhodny
model pre prognosticku aplikaciu.
Vyznamnost jednotlivych parametrov modelu a ich intervaly spolahlivosti.

Vyznamnost' jednotlivych parametrov modelu mdze byt testovana pomocou ¢
testu. Nasledkom predpokladu o norméalnom rozdeleni ndhodnej zlozky u,

pomer medzi odhadnutou hodnotou parametra 13/,, j=0,1,2, ..., kasmerodaj-
nou odchylkou jeho rozdelenia s, = S,/(X'X);j] urCuje veli¢inu, ktord ma

Studentovo #-rozdelenie so stupiiami volnosti v =N —(k+1). Nulova hypotéza

testu vyznamnosti parametrov je formulovana ako
Ho: b = 0,

J
oproti alternative
H]I b/. #0.
Ak absolutna hodnota pomeru ¢, = —L je vii¢Sia, ako je tabulovand kritickd
s,
hodnota ¢ Studentovho rozdelenia, t. j. ak

a,(N—k=1)
> ¢ (1.26)

a(N-k=1)?

t

J

kde 7, ., Jje tabulovand kritickd hodnota Studentovho rozdelenia, potom

parameter b, je Statisticky vyznamny. Ak sa pri testovani vyznamnosti individu-

alnych parametrov modelu ukaze, Ze aspoi jeden z jeho parametrov je Statisticky
nevyznamny, treba tito nevyznamnost’ zohl'adnit’ aj pri hodnoteni modelu ako

celku. Parameter b, v regresnom modeli pre ekonomicku aplikdciu nemé eko-
nomickt interpretaciu. Vyjadruje len pociato¢nu uroven vysvetl'ovanej premen-
nej. Statistickd verifikacia tohto parametra modelu nemd prakticky vyznam
a nema preto vplyv pre celkové hodnotenie vyznamnosti modelu.

Zo vztahu (1.26) pre parametre b, regresného modelu mézu byt uréené
obojstranné intervaly spol'ahlivosti. (1—a) 100% interval spol’ahlivosti parametra
b, je

b =b =+t

J J 0.05[ N—(k+1 )]Sb/' .

(1.27)

Skuto¢na hodnota parametra b, sa bude nachadzat’ v intervale urceného

vzt'ahom (1.27) s pravdepodobnost'ou (1-a).

Pravdepodobnostné modelovanie a soft computing v ekonomike



10 Kapitola 1

1.4 Testy predpokladov aplikacie odhadovej metody najmenSich
Stvorcov

Predpoklady o ndhodnej zlozke #, modelu (1.2), ktoré sme definovali vztahmi

(1.11) az (1.13) su len teoretickymi predpokladmi, lebo hodnoty ndhodnej zlozky
nemoézeme merat’. Testovanie teoretickych predpokladov je zalozené na skiimani
rezidui e, ktoré po kvantifikacii modelu mézeme urcit’ ako e, =y, — J,.

Test nahodnej zlozky na normalne rozdelenie. Regresny model predpoklada,
ze jeho ndhodna zlozka ma normalne rozdelenie s nulovou strednou hodnotou.
Postdenie, ¢i ndhodna zlozka ma normalne rozdelenie, mozno vykonat' na
zaklade grafického priebehu rezidui e v zavislosti od normovanych rezidui.

Normované rezidua ziskame tak, Zze reziduid e podelime ich smerodajnou

odchylkou. Ak nadhodna zlozka ma normalne rozdelené, priebeh v zavislosti
rezidui od normovanych rezidui musi byt priblizne priamo¢iary. Ilustraciu tohto
grafického priebehu (tzv. QQ plot) je vidno na obrazku 1-1. v priklade 1.1.

Testovanie na normalne rozdelenie nahodnej zlozky je formalne podlozené
na Jarque-Beraovej testovacej Statistike x°, ktord ma ’rozdelenie s 2 stupiiami
volnosti. Hodnota Jarque-Beraove;j Statistiky je

I e L
2= [s A 3)} (1.28)

kde N je pocet pozorovani, k je pocet vysvetlujucich premennych, S je Sikmost’
(Stvrty centralny moment normovanych rezidui), K je Spicatost’. Nulova hypotéza
predpokladd, ze ndhodné zlozky st normalne rozdelené, alternativna hypotéza
zamieta nulovi hypotézu. Ak vypogitana veli¢ina y*> podla vztahu (1.28) je
vicsia ako tabul'ovana ;(:2 hodnota na hladine vyznamnosti o, nulovi hypotézu

zamietneme, ndhodné zlozky nemaji normalne rozdelenie.

Testovanie autokorelacie. Predpoklad (1.13) o nahodnej zlozke modelu vy-
jadruje, Ze ndhodna zlozka regresného modelu je ndhodnou veli¢inou len vtedy,
ak jej hodnoty z réznych pozorovani nie st vzajomne zavislé. Ak by boli hodno-
ty nahodnej zlozky vzajomne zavislé, malo by to za nasledok, podhodnotenia
smerodajnych odchylok parametrov modelu. Viedlo by to k zvid¢Sovaniu hodndt
testovacich veli¢in na vyznamnost’ parametrov a v kone¢nom dosledku k myl-
nym optimistickym zaverom o dobrej modelovej aproximacii dat ¢asového radu
vysvetlovanej premennej. Predovsetkym modely zalozené na ¢asovych radoch
¢asto porusuju predpoklad o nekorelovanosti nahodnych zloziek modelu.

Ak nie je splneny predpoklad, Ze kovariancie ndhodnej zlozky modelu a zvy-
Cajne aj kovariancie rezidui nie st nulové, variatno-kovarianéna matica X%
podla (1.14) nahodnej zlozky modelu nie je diagonalna (vSetky nediagonalne
prvky tejto matice nie su nulové). Hodnoty nahodnej zlozky modelu mézu byt
v tomto pripade réznym spésobom korelované. Dévodom k tomu mézZe byt napr.
nezahrnutie niektorej premennej pri Specifikacii modelu, casovo oneskoreny
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efekt prechodovych vplyvov, vol'ba nespravneho funkéného tvaru modelu, chyby
pozorovani a pod.

V probléme autokoreldcie rezidui sa obvykle riesia dve ulohy. Prva uloha je
spojena so zistovanim autokorelacie hodnot ndhodnej zlozky modelu. V prvej
ulohe sa testuje vyznamnosti autokoreldcie. Druha uloha je spojend s odstraiio-
vanim autokoreldcie, predovsetkym pricin jej vzniku. Najprv sa budeme zaobe-
rat’ exaktnym zistovanim (testovanim) vyskytu autokorelacie.

Aby sme mohli zistit' vyskyt autokorelacie rezidui, musime prijat’ urcité
predpoklady o charaktere, ¢i zavislosti hodnot ndhodnej zlozky modelu. Najcas-
tejSie sa predpoklada autoregresny typ zavislosti hodnot nahodnej zlozky modelu
v tvare

u=pu +&,pret=23,.,N (1.29)

v ktorom o je koeficient autokorelacie nadhodnych zloziek &, je ndhodna

zlozka tejto schémy (modelu). O ndhodnej zlozke &, schémy (1.29) sa predpo-
klada, ze ma normalne rozdelenie s nulovou strednou hodnotou, kon$tantnym
rozptylom a jednotlivé hodnoty &, nie st korelované.

Pri vyskyte autokorelacie rezidui varia¢no-kovarianénd matica 2 (1.14) na-
hodnej zlozky modelu, ako sme uviedli, nebude mat’ nediagonalne prvky nulové.
Uvedieme vysledne vztahy pre vypocéet rozptylu a kovariancii varia¢no-
kovarian¢nej matice ndhodnej zlozky modelu 2. Postup ich odvodenia je uvede-
ny v Marcek, D. a Marcek, M. (2001).

V pripade autokorelacie rezidui ndhodnej zlozky modelu podla schémy
(1.29) rozptyl ndhodnej zlozky je dany vyrazom

1
? = 07, (1.30)
1-p

6 &
kde (752 je rozptyl ndhodnej zlozky autokorela¢nej schémy (1.29).

Nediagonalne prvky variaéno-kovarian¢nej matice v pripade autokorelacie
nahodnej zlozky budi vyjadrovat’ zavislosti medzi hodnotami nahodnej zlozky.
Tato zavislost je imerna kovarianciam nahodnej zlozky pre rézne posuny j = 1,
2, ..., n— 1. Hodnoty prvkov su dané vyrazom

J
cov(u, ) = Bl u,) = ppz o2, prej#0. (1.31)

Napokon kovarian¢nti maticu ziskame tak, Ze jej rozptyly, urcené vztahom
(1.30), budia na hlavnej diagonale a jej nediagondlne prvky budu kovariancie
hodnét nahodnej zlozky modelu ur€ovanymi vzt'ahom (1.31), t. j.

Pravdepodobnostné modelovanie a soft computing v ekonomike
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1 p pZ p3 pnfl
0_2 p 1 p3 p4 pnfz
E(u'u)=3=—2 (1.32)
1-p°

Skuto¢né hodnoty nahodnej zlozky u modelu nepozname, preto ich odhad-
neme rezidudlnymi odchylkami e,. Analogicky koeficient autokoreldcie p
nahradime jeho odhadom p, ktory vypoéitame OLS odhadovou metodou
aplikovanti na schému (1.29) ako

p== (1.33)

Autoregresna schéma (1.29) sa nazyva schémou autokorelacie rezidui prvého
radu a je v praxi najcastejSia. Koeficient autokorelacie p moéze nadobudat

hodnoty v intervale [1, —1], pri¢om, ak jeho hodnota je mensSia ako nula, hovori-
me o negativnej autokorelacii, ak p > 0, hovorime o pozitivnej autokorelacii.

Dalej sa budeme zaoberat’ len zistovanim autokorelacie prvého radu.

NajcastejSie pouzivanym testom zistovania autokorelacie prvého radu je Sta-
tistika d Durbin-Watsonovho testu (Durbin and Watson, 1950), ktora je defino-
vana ako

d=2 (1.34)

Durbin-Watsonov test umoziiuje Statisticky urcit, ¢i existuje alebo neexistuje
(je pritomna alebo nie je pritomnda) autokorelacia rezidui. Kritické hodnoty
Statistiky boli tabul'ované. Na prislusnej hladine vyznamnosti o a su oznacované
ako dL a du' Symbolmi dL a dU su vyjadrené dolné (Lower) a horné (Upper)
hranice hodndét Statistiky d urCenej vztahom (1.34), v ramci ktorych nie je
vysledok testu jednoznaény, ako to ukazuje obrazok 1-1. Z obrazku 1-1 vyply-
va:
o akjed< dL alebo d > (4— dr), odmieta sa nulova hypotéza Hy: p =0, ¢o
indikuje pritomnost’ autokorelacie.
e ak dy<d<(4-dy), nemdézeme odmietnut’ nulovi hypotézu Hy: p =0,
¢o indikuje nepritomnost’ autokorelacie
e ak d nachadza sa medzi d a dy, nie je mozné jednoznac¢ne indikovat’ pri-
tomnost’ alebo nepritomnost’ autokorelacie. Obvykle je potrebné test ove-
rovat’ s va¢$im poétom pozorovani.
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Nerozhodnost /[—\ Nerozhodnost

Pozitivna
autokorelicia

f(d)

Negativna

| Nepritomnd
N autokorelicia

autokorelacia |
U

=m
=
=
m

2 (4d) (+d) d

Obrazok 1-1 Test autokorelacie: Durbin-Watsonova Statistika d

Postup odstranovania autokoreldacie zavisi od konkrétnych pricin jej vzniku.
Autokorelaciu je mozné zmiernit’ alebo uplne odstranit zmenou Specifikacie
modelu (Specifikovanim dalSej premennej) alebo zmenou analytického tvaru
modelu. Ide o postupy, ktoré predovSetkym znamenaju prehodnotenie vychodis-
kovej hypotézy o modeli a vedui k novej konstrukcii modelu. Ak tieto pokusy
v konecnom dosledku neodstraniujii autokorelaciu, treba tento fakt brat ako
skutocnost’ a pri kvantifikacii modelu ho zohl'adnit’ napr. pouzitim inej odhado-
vej metody, nez je OLS metdda. V dalSej Casti ukazeme metddy odhadu para-
metrov modelu pri vyskyte autokorelacie rezidui. Ide o metodu, ktora je oznaco-
vana ako zov§eobecnena metdda najmensich Stvorcov.

1.5 ZovSeobecnena metoda najmensich Stvorcov

Zovseobecnena metoda najmensich Stvorcov (v literature oznacovana anglickymi
inicialkami GLS — Generalized Least Squares) je metddou na ziskanie najlepsie-
ho linearneho nevychyleného odhadu parametrov modelu y = Xb + u v pripade
pozitivnej autokorelacie rezidui v heteroskedastickych modeloch. Ide o pripady,
kde nahodna zlozka modelu z rozliénych dévodov nespliia predpoklad o vzajom-
nej nekorelovanosti, resp. o konstantnom rozptyle v kazdych ich pozorovaniach.
Predpokladajme, ze koeficient autokoreldcie p sme odhadli a je teda znamy.
Vieme, Ze regresny model (1.2) v tvare

v =b+bx, +bx,+...+bx

17711 k™t +ur
plati pre vSetky pozorovania ¢. NapiSme jeho tvar pre ¢asovy oneskoreny posun
o0 jedno obdobie, t. j. pre periddu ¢ — 1

yv,=b+bx_  +bx_ ,+..+bx_  +u

17711 277t-1,2 k"7 t-1k -1

t=2,3,...,N.

Ak vynasobime obidve strany poslednej rovnice koeficientom autokorelacie

p a potom ju odc¢itame od predchadzajticej rovnice, ziskame model v transfor-
movanom tvare

Y, =.b,+b x,+b, x,+ ... +b ,x,+,u, (1.35)

1 77 2 T %2 t

Pravdepodobnostné modelovanie a soft computing v ekonomike



14 Kapitola 1
v ktorom .y, =y, = py,, X, =X, —px,, prej=1,2, .., kst zovieobecnené
diferencie, ,b, =b,—pb, =b,(1-p) a ,u,=u, —pu, . Na odhad parametrov
pre takto transformované data modelu (1.35) mézeme pouzit’ OLS metddu, lebo
v stlade s predpokladom (1.29) transformovana nahodna zlozka modelu (1.35)
U, =u, — pu,_, =& jendhodnou veli¢inou.

Model v transformovanom tvare (1.35) m6zeme napisat’ v maticovom tvare
ako
Ty - TX b + Tu

v ktorom vektory ya.u matica X si ur¢ené vztahmi v (1.35) a vektor para-
metrov ma prvky b‘=[b0 (1-p)-b,-b,-...b, ] Estimator pre odhad tychto

parametrov je
N ' -1
b=(X X) X.y. (1.36)

V transformovanom modeli (1.35) skuto¢ny koeficient autokorelacie je na-
hradeny jeho odhadom. Odhad parametrov GLS metddou sice znizuje autokore-
laciu rezidui, ale nemusi ju odstranit’ uplne. Preto GLS metdéda sa pouziva
viacnasobne (cyklicky). V praxi sa najcastejSie pouziva pre odhad parametrov
modelu s vyznamnou autokorelaciou Cochrane-Orcuttova metoda, ktora vedie ku
konzistentnym odhadom koeficienta autokorelacie. Algoritmus odhadu podla
tejto metddy je iterativny, je vhodny pre pocita¢. Uvedieme ho v nasledovnych
vypoctovych blokoch (bodoch).

Ozname pocitadlo iteracii a sucasne aj poradie iteracii identifikatorom i.
Vsetky premenné v tomto algoritme s indexom i budi sa vztahovat' na i-ta
iteraciu, i-ty iteracny cyklus. Algoritmus méze mat’ napr. nasledovntl podobu:

1. Pociato¢ny (inicializacny) blok

Pocitaé iteracii nastavna 1 i =1

Inicializuj  p,=0

Inicializuj  6=0,001
2. Vypoctovy blok

N -1

Prvotny odhad parametrov b =(X’X) X’y

Vypocitaj e vyraz (1.10)

Vypocitaj p, formula (1.33)

3. Rozhodovaci blok

Je| p,— P, |<J  &no: koniec vypoltu

nie: skok na blok 4.

4. Transformacia dat (transformacia vektora y na ya matice X na +X) pomocou
vyrazov

V=Y PV

X, =X, _/5,»)&1,,: j=1,2,.,kt=2,3,..,N
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5. Odhad parametrov z transformovanych dat
Odhadni parametre l;i = (TX' TX)ﬁlTX' Y
Inkrementacia pocitadla i=it+1
Vypocitaj e vyraz (1.10)

Vypoéitaj p, formula (1.33)
Skok na blok 3.

Algoritmus ukon¢i vypocet, ak absolitna hodnota z rozdielu dvoch po sebe
vypocitanych hodndt autokorelaénych koeficientov je mensia, ako je zvolena
hodnota premennej & (napr. 0,001).

Sthrnne mozno k GLS metdde uviest, ze odhad parametrov modelu, za
predpokladu porusenia homoskedasticity a za predpokladu autoregresného
vztahu nahodnych zloziek modelu urcuje sa podla vztahu (1.36). Pozornému
Citatel'ovi zrejme neuniklo, Ze v transforma¢nom predpise (1.35) ide o transfor-
maciu pozorovanych dat. Konkrétne touto transformaciou sa upravuji pozorova-
né hodnoty vysvetlovanej a vysvetlujiicich premennych tak, Ze od pozorovani
v obdobi ¢ odpoéitava sa p nasobok hodnoty pozorovani v obdobi ¢ — 1, pre ¢ =

2, 3, ..., N. Potom odhad parametrov pri vyskyte autokorelacie pomocou GLS
metody je identicky s OLS metddou, ak sa pouzije OLS metdda na takto trans-
formované pozorované data. Urcitou nevyhodou GLS metody, v pripade autoko-
relacie rezidui, je strata prvého pozorovania pri transformacii dat. Vo vicsine
pripadov pri dostato¢nom pocte pozorovani to nie je vaznym nedostatkom. Vo
viacrovnicovych ekonometrickych modeloch, moze byt tito skutocnost’ dovo-
dom pre jej problematické uplatnenie pre odhad parametrov. Stratu informacie
mozno eliminovat’ tak, ak v modeli (1.35) doplnime stratené prvé pozorovania

hodnotami , y,, ,x, dané

Tyl*: 1_/52);], Tx:=1/1—f)2xu prej=1,2,..,k,

kde p je odhad autokorela¢ného koeficienta a hviezdi¢kou sme oznaéili skuto¢-
nost’, ze ide o hodnoty dodatocne doplnené.

1.6 Konstrukcia prognéz a predikéné intervaly

Regresné modely casovych radov sa Casto pouzivaji na uréenie bodovych
predpovedi, t. j. na odhad hodnot vysvetl'ovanej veli¢iny v obdobip =N+ 1, N+
2, ... a na uréenie predikénych intervalov bodovych predpovedi. Bodové predpo-
vede, resp. ich predikéné intervaly je mozné urcit’, ak je model kvantifikovany,
ak mozno predpokladat’ stabilitu parametrov modelu a ak su k dispozicii ocaka-
vané hodnoty vysvetlujiicich premennych modelu. Za tychto predpokladov
mozno vypocitat’ bodové prognozy vysvetlovanej veli¢iny ako

$, =xb. (1.37)
prep=N+1,N+2,..

Pravdepodobnostné modelovanie a soft computing v ekonomike
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kde x; je vektor k + 1 vysvetlujucich premennych v obdobiach p, b je vektor

odhadnutych parametrov modelu. Vidime, ur€ovanie prognéz, t. j. prognoézova-
nie vysvetlovanej veli¢iny znamena urcovanie jej hodnot na obdobie nasledujuce
po obdobi kvantifikacie.

Ak vo vztahu (1.37) dosadime za b odhadovy vyraz, mozno vypocitat’ bo-
dové prognozy vysvetl'ovanej veli¢iny ako

5, =x'b=x, (XX) XYy, (1.38)

kde X je matica pozorovanych hodnot vSetkych vysvetlujicich premennych
v obdobiach ¢ =1, 2, ..., Nrozmeru N - (k + 1), ktorej tvar a prvky je vidiet’ zo
vztahu (1.7). Symbol y vyjadruje stipcovy vektor pozorovanych hodnét vysvet-
Povanej veli¢iny rozmeru N-1. Skutoént hodnotu vysvetlovanej premennej
vobdobi p=N+ 1, N+ 2, ... ozna¢ime y,. Potom chybu prognozy e, ur¢ime ako
rozdiel skuto¢nej hodnoty vysvetlovanej premennej a vypocitanej prognozy, t. j.

&=Yp— V, (1.39)
Rozptyl chyby prognozy e, oznac¢ime o-f}, ktory je dany vztahom (Montgo-
mery a kol., 1990)
o,=x o (X’X)fI X, +0°, (1.40)
kde o’ je skutoény rozptyl ndhodnej zloZky modelu. Skutoény rozptyl nahodnej
zlozky modelu nevieme vy¢islit, nahradime ho odhadom s, danym vyrazom
(1.20), t. j.

z ;
=
2 — t=1

C N—(k+1)

2

Po dosadeni odhadu &° ako s* do (1.40) ozna¢me odhad rozptylu chyby

. , 5 2 .
bodovej progndzy o, ako s ,t.].
st =x's (X’X)f1 X +5°
P P P

a po uprave, odhad rozptylu chyby bodovej prognézy je dany vyrazom
s;=5"[1+x (XX) ", |. (1.41)

Smerodajna odchylka chyby predpovedi je dand odmocninou z jej rozptylu, t.

s, = sy1+x (XX) ' x, . (1.42)

Ak je znamy odhad smerodajnej odchylky chyby prognézy, za predpokladu
normalneho rozdelenia chyb prognoz, mézeme vypocitat’ 100 (1-« ) percentny

predikény interval bodovej prognézy j/p ako
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A max ~ A -1
yp|in = yp * ta,mu<k+1)sp = y,; * ta,N—(kH)s\/lJr X; (X’X) x,; . (143)

Priklad 1.1

Na ilustraciu postupov a vyrazov odhadu parametrov regresnych modelov
s aplikaciou na ¢asové rady a na overenie ich vhodnosti uvazujme ulohu mode-
lovania vyvoja roc¢nej spotreby elektrickej (technologickej) energie ), hutnej
prevadzky na vyrobu hlinikovych polotovarov v zavislosti od celkového roéného
objemu vyroby X, a indexu energetickej nakladovosti sortimentnej Struktiry

vyroby X, v jednotlivych rokoch. Jednotlivé skutocnosti (pozorovania) za

obdobie rokov ¢ =1, 2, ..., 18 boli zistené z planovacej dokumentécie a st uvede-
né v tabul’ke 1-2. Hutna prevadzka, na zdklade uzavretych kontraktov, planuje
vyrobit’ v najblizich troch rokoch objemy hlinikovych polotovarov s prislusny-
mi indexovymi energetickymi nakladmi, ktoré¢ su uvedené v tabulke 1-2 ako

TabuPka 1-2 Data a pomocné vypocty prikladu 1.1

t Ve X Xo » e=y -y e’ (e,—e.)
1 9,99 421,11 24,75 9,877 0,112 0,0126

2 10,65 | 466,13 | 2478 | 10,810 | -0,160 | 0,0256 | 0,0743
3 11,79 600,12 24,09 13,571 -1,781 3,1734 2,6280
4 11,99 526,63 24,87 12,064 -0,074 0,0055 2,9133
5 12,65 636,24 24,73 14,331 —1,681 2,8267 2,5815
6 13,18 513,6 24,92 11,795 1,384 1,9161 9,3976
7 14,07 588,46 25,23 13,351 0,718 0,5162 0,4432
8 1416 | 587.14 | 2666 | 13351 | 0,808 | 0.6543 | 0,0081
9 13,88 648,97 28,96 14,674 —0,794 0,6312 2,5709
10 17,23 7394 24,36 16,460 0,769 0,5926 2,4472
11 16,53 730,25 27,04 16,321 0,208 0,0436 0,3147
12 16,17 780,83 29,39 17,412 -1,242 1,5441 2,1067
13 17,92 789,37 27,24 17,548 0,371 0,1376 2,6039
14 1877 | 780.14 | 2681 | 17349 | 1420 | 20170 | 1,1008
15 18,71 813,77 27,15 18,052 0,657 0,4323 0,5816
16 17,01 803,37 24,25 17,782 —0,772 0,5967 2,0451
17 18,14 818,15 22,92 18,063 0,076 0,0058 0,7208
18 18,16 819,43 27,74 18,180 —-0,020 0,0004 0,0094
19 18,93 820,14 28,74 18,214

20 1901 | 79937 | 2693 | 17750

21 18,54 826,21 27,53 18,317

Suma 15,132 32,548
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buduce hodnoty nezavisle premennych X, a X, pre ¢t = 19, 20, 21. NaSou

ulohou je opisat’ proces vyvoja spotreby elektrickej energie, v zavislosti od
objemu vyroby a indexnej nakladovosti a na zaklade neho ur€it’ spotrebu elek-
trickej energie pre planovanti vyrobu v budtcich troch rokoch.

Regresny vzt'ah spotreby elektrickej energie v zavislosti na ro¢nom objeme
vyroby a indexe energetickej nakladovosti sortimentnej Struktury vyjadrime v
sulade s tvarom modelu (1.2) linearnym vzt'ahom, t. j.

v, =b,+bx, +bx,+u, (a)

17711 2702

v ktorom parametre b, , b,, b, odhadneme pomocou vyrazu (1.16)
A -1
b =(X'X) Xy. (b)
Matica X v odhadovom vyraze (b) je tvorena hodnotami prvkov

2111 24,75
466,13 24,76
600,12 24,09
526,63 24,87
636,24 24,73
513,60 24,92
588,46 25,23
587,14 26,66
648,97 28,96
739,40 24,36 |
730,25 27,04
780,83 29,39
789,37 27,24
780,14 26,81
813,77 27,15
803,37 24,25
818,15 22,92
819,43 27,74

— = = = e e e pm e e e e e e e e e

Matica (X*X) ' ma hodnoty prvkov
12,322161 -0,000185 —0,469134
(X'’X)" =|-0,000185 3,747E—-06 -8,99E—05|.
—0,469134 -8,99E-05 0,0204518

Vypocitané hodnoty parametrov regresného modelu (a) vyrazom (b) potom
su
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>

o

0,693
=10,0207 |.
0,0188

>

=23
Il

>

%

Smerodajné odchylky odhadov (estimatorov) parametrov l;] a 52 modelu (a)
vypocitame na zaklade vyrazov (1.20) a (1.21), t. j.

8 2

{rxx ] =

7510°| = 0,002,
18—(2 13‘

kde sucet Stvorcov rezidui je vypocitany v tabul’ke 1-2, hodnota vyrazu (X'X);
je prevzatd z matice (X'X)™' ako hodnota druhého diagonalneho prvku. Analo-
gickym sposobom vypocitame

s. =0,144 .

by

A A

Posudenie vyznamnosti parametrov b, a b, urobime na zéklade kritéria

(1.26) na hladine vyznamnosti o = 0,05

Pre parameter b,, (j = 1) dostaneme

10,0207
0,002

1 =10,649 > 1, 15 »,, = 2,1315, z Coho ustdime, Ze prislusny regre-

sor b, je Statisticky vyznamny. Analogicky pre parameter b, , (j = 2) dostaneme

0,0188
= m =0,131 <4450, = 2,1315, z Coho usudime, ze prisluSny regresor

b, je statisticky nevyznamny.

Ako mieru presnosti vysvetlenia zavislej veli€iny ), modelom pouZijeme

koeficient determinacie R*, ktory vypocitame podl'a vztahu (1.22)

18
2
e

R'=1-—~ - 131327 =0,8949,

_ 144,0624
v, -»y) ’

Pravdepodobnostné modelovanie a soft computing v ekonomike
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v ktorom » =15,056 je aritmeticky priemer ¢asového radu y, pret=1,2, ...,
18. Vidime, Ze modelom je na 89 % vysvetlena variabilita y,. Pomocou koefi-

cienta determinacie overime vyznamnost zhody dat vysvetlovanej premenne;j,
ktoré boli odhadnuté (vypoéitané) modelom s pozorovanymi datami. Statistika,
pomocou ktorej sa otestujeme platnost Hy: 5= b, = ... = b, =0 v stlade s (1.24)
je

Vik Rk

NNk )] (RN (k] P

Vidime, ze v stlade s (1.25) pre hladinu vyznamnosti o = 0,05, k=2, N=18
plati
F,> F =3,682,

0.05,2,15

¢o znamena, ze model je vyznamny ako celok.

Na testovanie autokoreldcie ndhodnej zlozky modelu vypocitame Statistiku d
Durbin-Watsonovho testu podl'a (1.34)

< 2
d_;(ef_e’*') 32,548
B - 15,132

t=1

2,151.

Kritické hodnoty pre o = 0,05, k=2, N =18 su: dy= 1,53, d. = 1,05. V na-
Som priklade plati: dy < d < (4 — dy), €o indikuje nepritomnost’ autokorelacie
nahodnej zlozky modelu.

Nakoniec posudime, ¢i rozdelenie nahodnych chyb mau normalne rozdelenie.
Posuidenie vykondme na zaklade grafického priebehu rezidui e, v zavislosti od
normovanych rezidui. Normované rezidua ziskame tak, Ze rezidud e, podelime

ich smerodajnymi odchylkami. Smerodajné odchylky chyb odhadu pre pozoro-
vania ¢t =1, 2, ..., N vypocitame analdgiou vyrazu (1.22), t. j.

S, = syl+ x(X'X)'x,, (c)

kde s je odhad smerodajnej odchylky nahodnej zlozky modelu. Ur¢ime ho
1

n
2
2
t=1

N—(k+1)

2

2
pomocou vyrazu s = =( 15,132 )J =1,0044. Vo vyraze (c) X;

18—(2+1

je riadkovy vektor k£ + 1 vysvetlujacich premennych v pozorovani ¢. Napr. pre
pozorovanie ¢t = 2, z tabulky 1-2 priamo vycitame jeho prvky
x, =[1 466,13 24,78]. Prvky matice (X'X)"' sme ur¢ili vo vyraze (b). Potom

hodnota smerodajnej odchylky chyby odhadu pre pozorovanie ¢ = 2, vypocitana
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vyrazom (c) je s, =1,0984 a normovana hodnota rezidua (nez) v tomto pozo-

rovani je

e

n2=e

2

/s, =—0,163/1,0984 = —0,14594.

Analogicky sme vypocitali vSetky normované rezidud e, pret=1,2, ..., 18

a spolu s rezidudmi e, graficky zobrazili v obrazku 1-2.

Na obrazku 1-2 je vidno, Ze priebeh rezidui v zavislosti od normovanych re-
zidui je takmer priama c¢iara. Na zaklade toho mézeme konstatovat’, Ze ndhodna

zlozka u, modelu (a) mé4 normalne rozdelenie. Sthrnne mézeme ziskany model

prezentovat’ v nasledovnom tvare, v ktorom su uvedené vysledky testov, resp.
jeho dolezité charakteristiky presnosti

¥, =0,693+0,0207x, +0,0188x,
(0,002)  (0,14306)
R* =0,8949 F,=63899 d =2,150
kde hodnoty v zatvorkach st vypocitané smerodajné odchylky prislusnych
parametrov.

Po ziskani celkove dobrych vysledkov testov modelu, ako aj na zdklade jeho
pomerne vysokej presnosti mézeme za predpokladu jeho nemennosti v obdobi
predpovedi prikrocit’ ku konstrukceii predpovedi vysvetl'ovanej velic¢iny. Na tento
ucel vypocitame najskor variacny koeficient VK.

D -3)
VK = \/1171()0: m100:6,09 %.

B v 15,056

Vidime, Ze variaény koeficient je nizky (pod 20 %), o nas opraviuje k apli-
kacii navrhnutého modelu na konstrukciu kratkodobych prognoz.

Bodové predpovede vysvetlovanej velic¢iny uréime vyrazom (1.37)
y,=Xb,prep=N+1,N+2,...
Napr. bodovt predpoved’ pre obdobie p = N+ 1 =18 + 1 = 19 vypocitame
0,693
P, =x,b=[1 820,14 28,74] |0,0207 | = 18,214
0,0188
Podobne sa vypocitajia bodové predpovede pre p = 20 a p = 21. Ich hodnoty

su uvedené v tabul'ke 1-1.

Na urcenie predikénych intervalov bodovych predpovedi musime poznat
smerodajné odchylky s, chyb jednotlivych predpovedi. Tieto ur¢ime pomocou

Pravdepodobnostné modelovanie a soft computing v ekonomike
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15 4 e

05 1 15 &'l§

Obrazok 1-2 Priebeh rezidui e, verzus normované rezidud e, /s, pri normalnom
rozdeleni (priklad 1.1)

vyrazu (1.42). Napr. smerodajna odchylka bodovej predpovede y,, pre p =19 je

8, = sy1+ X, (X'X) ' x,y = 1,0044/1+x[, (X'X) 'x,, = 1,114.

Analogickym postupom uré¢ime aj smerodajné odchylky bodovych predpove-
di pre p =20 ap =21 ako

$3 = 1,00444/1+x, (X'’X) " x,, =1,0612,
sy = 1,0044/1+x,,(X'X)"x,, =1,08.

Ak mame ur¢ené odhady smerodajnych odchylok chyb prognoéz, za predpo-
kladu normalneho rozlozenia chyb prognéz, mézeme vypocitat 100(1-« )
percentny predikény interval bodovej prognozy 3, pomocou vyrazu (1.43) ako

yp:?: = j}p x ta,,wu(k+l)sp‘

Pre zvolenu hladinu vyznamnosti oo = 0.05 a poctu stupiiov volnosti v =N —
(k+1)=18 — (2 + 1) = 15 je kriticka hodnota Studentovho ¢ rozdelenia rovna
2,1315. Takze pre predik¢éné intervaly bodovych prognéz v obdobi p = 19,20,21
plati

min max
15,840 20,588
vy, =y, £2,1315s5 = 15488 20,012

16,015 20,619.

1.7 Hodnotenie presnosti predpovedi

Problém hodnotenia chyb predpovedi spociva v tom, ze spravidla skutocni
hodnotu prognézovanej veliCiny y, v obdobi koncového pozorovania N nepo-
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obdobie predpovedi

v

, .
H ]
)
: :
: ! obdobie prognostickej
H ohdobie kvantifikicie ' verifikicie
' i '
] : 1
i ' ‘
i ' '
] H ]
] M ]
l 1 ! -
1 i . »
1 n n+l N N+l das
' V
’ progndzy ex post |  Prognézy ex arte
* > >

Obrazok 1-3 Casova os prognézovania

zname. Budeme predpokladat’ a zabezpeCovat, aby bola minimalna. Aby sme
mohli ohodnotit’” velkost' chyby prognézy a hodnotit’ prognostick schopnost’
jednotlivych modelov navzajom, prakticky postupujeme tak, ze do odhadu
parametrov nezahriujeme vSetky pozorovania, ktoré mame k dispozicii, ale len
Cast’, obycCajne vekovo starSie pozorovania a ostatnu cast’, obvykle niekolko
poslednych pozorovani (vekovo mladSie pozorovania), ponechame ako rezervu
na hodnotenie prognéz. Uvedenu situaciu rozdelenia historie pozorovani znazor-
fluje obrazok 1-3.

Ozna¢me N celkovy pocet pozorovani, ktoré mame k dispozicii pre kvantifi-
kaciu modelu. Na obrazku 1-3 je vidno, nie vSetky data, ktoré mame k dispozicii
za N pozorovani pouzijeme na kvantifikaciu, ale len n pozorovani. Pozorovania
n+1,n+2, ..., N ponechavame na prognostickl verifikaciu modelu. Prognézam,
ktoré konstruujeme pre obdobie n + 1, n + 2, ..., N, hovorime prognozy ex post
(alebo pseudoprogndzy) a progndézam, ktoré konstruujeme pre obdobia N + 1,
N + 2, ..., hovorime prognézy ex ante. Pre ekonomické rozhodovania maji
zmysel progndzy ex ante.

Pri prognézach ex post st zname skuto¢nosti endogénnych premennych, po-
zname 1 pozorovania nezavislych premennych. Je mozné pre ne vy¢islit' chyby
prognéz podla (1.5) prep=n+1,n+2,..., N.

Pre postdenie prognostickej vhodnosti modelu pouziva sa cely rad charakte-
ristik, ktoré st zaloZené na vycisleni chyb prognoéz ex post. Uvedieme niektoré
z nich. Ozname pocet prognézovanych obdobi M, z ktorych budeme vy¢islovat’
chyby progndz ex post. Na obrazku 1-3 je zrejmé, ze M = N — n.

Zakladnou charakteristikou, ktorou sa posudzuje presnost’” modelu je prie-
merna Stvorcova chyba progndz, oznacovana MSE (Mean Square Error). Vypoci-
ta sa podl'a vzorca
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